Kacik Olimpijski (18)

Niezmienniki i pélniezmienniki (II)
W poprzednim Kaciku zajmowalidémy sie zadaniami,

w ktérych opisany byl pewien proces. SzukaliSmy wtedy
niezmiennikéw (czyli czegos, co nie ulegalo zmianie
podczas wykonywania procesu) badZ pélniezmiennikéw
(czyli czego$, co sie zmienialo, ale w sposéb dla nas
wygodny) i to juz wystarczalo, aby rozwiazaé czestokroé
nietatwe zadanie. Okazuje sie, ze metode te mozna réwniez
stosowa¢ w niektérych zadaniach, gdzie na pozdér nie
wystepuje zaden proces. Oto przyklad.

1. Danych jest 2n punktéw na plaszezyznie (Zadne trzy

nie sq wspétliniowe) — n bialych i n czarnych. Udowodnié,
ze punkly te mozna tak polaczyé n odcinkami, aby kazdy
odcinek mial korice réznych kolordw oraz zadne dwa odcink:
nie mialy punktow wspdlnych.

Oznaczmy punkty biale i czarne odpowiednio przez
Bi,...,Bn, Cq,...,Ch. Skonstruujemy pewien proces,
ktory doprowadzi nas po skoiiczonej liczbie krokéw do celu.
Na poczatek potaczmy odcinkami punkt By z Cy, Ba

7z Ca, ..., By z C,. Jedh zadne dwa odcinki nie maja
punktéw wspdlnych, zadanie rozwiazaliSmy. Przypusémy
wiec, ze na przyklad odcinki B1Cy 1 B2C: przecinaja sie.
Wéwczas zamiast tych odcinkéw narysujmy odcinki B C:
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Jesli w dalszym ciagu pewne dwa odcinki sie przecinaja,
postepujemy z nimi analogicznie, itd. Pozostaje
odpowiedzie¢ na pytanie, dlaczego po skoficzonej

liczbie krokéw zadne dwa odcinki nie beda sie
przecinac¢? Poszukajmy wiec jakiegosé niezmiennika lub
poiniezmiennika. Konstrukcja naszego procesu narzuca
nam nastepujacy ,péiniezmiennik”: liczba punktéw
przecigcia wszystkich narysowanych odcinkéw. Nasz ruch
polegal przeciez na pozbyciu si¢ jednego z punktdéw
przecigcia. Jednak pozbywajac si¢ w ten sposéb tego
jednego punktu, mozemy uzyskaé¢ niechcacy cala mase
innych. Wtedy liczba punktéw przeciecia zamiast maleé
1 przybliza¢ nas do celu, moze wzrasta¢. Mimo wszystko
jednak cel jest bliski — nalezy zauwazyé, ze po kazdym
ruchu suma diugosct wszystkich odcinkdw maleje. Poniewaz
suma ta moze przyjmowac jedynie skoficzenie wiele
wartosci, wiec proces nasz po skonczonej liczbie krokéw
musi sie zakonczyc.

Powyzsze rozwiazanie mozna zredagowaé w nastepujacy,
bardziej elegancki sposéb:

Polaczmy tak punkty biale By,..., B, z czarnymi
Ch,...,Cy, aby suma dlugoéci otrzymanych odcinkéw
byla najmniejsza (tak zawsze da sie zrobié, gdyz punkty
biale mozna polaczyé z czarnymi na skoriczenie wiele
sposobéw, a w dowolnym skorficzonym zbiorze liczb
rzeczywistych istnieje liczba najmniejsza). Przypusémy,
ze wéréd otrzymanych odcinkéw B1Ci, B2Ca, ..., B,Cy
odcinki B1C1 1 B2Cy przecinaja sie. Wtedy laczymy
punkty odcinkami B;Ch, BoCy, BaCa, ..., Bp,Cy.
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Suma dlugoéci tych odcinkéw jest mniejsza niz suma
dlugosci odcinkéw B1Ch, ..., BnCy, co przeczy wyzej
uczynionemu zalozeniu. Zatem odcinki B4, ..., B,C,
nie maja punktéw wspdélnych.

Czytelnik zechce zauwazyé, ze w podobny sposéb
rozwiazaliémy jedno z zadan w ,kaciku” w Delcie 1/1995.
Oto nastepny przyklad.

2. Na dworze krdla Artura przebywa 2n rycerzy (n > 2),

z ktorych kazdy ma wsrdd pozostalych co najwyzejn — 1
wrogéw. Udowodnié, ze Merlin, doradca Artura, moze tak
rozsadzié rycerzy za Okraglym Stolem, aby zaden rycerz nie
siedzial obok swojego wroga.

Niech na poczatku rycerze usiada dowolnie. Pokazemy

Jjak zmniejszy¢ liczbe par rycerzy, ktérzy sa wrogami

i siedza obok siebie. Niech rycerz a siedzacy z prawej
strony rycerza b bedzie jego wrogiem. Rozpatrzmy zbidér D
wszystkich rycerzy nie siedzacych obok a, ktérzy nie

sa wrogami a. Jest ich co najmniej n — 1. Rycerz b ma

co najwyzej n — 1 wrogdw, w tym a, istnieje wiec rycerz c,
ktéry nie jest wrogiem b i ktéry siedzi z lewe] strony
pewnego rycerza d ze zbioru D. Przesadimy teraz rycerzy
tak jak pokazuja strzalki na rysunku:
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Teraz kazdy zdota sam dokoriczyé dowdd.

Na koniec tradycyjnie kilka zadaii do samodzielnego
rozwiazania.

3. Na plaszczyZnie danych jest n punktéw A;,..., A,,

z ktérych zadne trzy nie leza na jednej prostej oraz

n prostych, z ktérych zadne dwie nie sa réwnolegle.
Udowodnié, Ze proste te mozna oznaczy¢ przez

li,la,...,1, oraz tak wybraé na nich odpowiednio punkty
By, Bs,..., By, aby dla kaidego i, 1 <1 < n, prosta A; B;
byta prostopadla do l; oraz odcinki A1 By, A2 B2, ..., A, B,
byty parami rozlaczne.

4. Danych jest n > 3 miast. Polaczenie miedzy kazda
para miast obsluguje inna linia lotnicza. Pewnego dnia
zastrajkowalo n — 3 linii lotniczych. Udowodnié¢, ze mimo
to mozna w tym dnin odbyé taka podréz lotnicza,

by w kazdym z miast byé dokladnie raz.

5. W pewnym kraju jest skoficzona liczba miast, ktére
polaczono siecia drég jednokierunkowych. Wiadomo,

ze kazde dwa miasta laczy pewna droga jednokierunkowa.
Wykazaé, ze istnieje miasto, z ktérego mozna odbyé podrész
do kazdego z pozostalych miast.

6. Dany. jest wypukly wielokat W o tej wlasnosci,

ze nie mozna nim pokryé zadnego tréjkata o polu 1/4.

Udowodnié, ze wielokat W mozna pokryé pewnym

tréjkatem o polu 1. Krzysztof CHEEMINSK1
Waldemar POMPE



