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Skrét regulaminu
Kazdy moze nadsylaé rozwiazania zadan z numeru n w terminie do korica miesigca n 4 2. Szkice
e rozwiazan zamieszczamy w numerze n + 4. Mozna nadsylaé rozwiazania czterech, trzech, dwéch
_— lub jednego zadania (kazde na oddzielnej kartce), mozna to robi¢ co miesige lub z dowolnymi
. przerwami. Rozwiazania zadan z matematyki i 2z fizyki nalezy przesyla¢ w oddzielnych kopertach,
umieszczajac na kopercie dopisek: Klub 44 M lub Klub 44 F. Oceniamy zadania w skali od 0
do 1 z dokladnoscig do 0,1. Oceng mnozymy przez wspolczynnik trudnosci danego zadania:
WT = 4 = 35/N, gdzie S oznacza sume ocen za rozwiazania tego zadania, a N — liczbe oséb,
ktére nadeslaly rozwigzanie choé¢by jednego zadania z danego numeru w danej konkurencji (M
lub F) — i tyle punktéw otrzymuje nadsylajacy. Po zgromadzeniu 44 punktéw, w dowolnym czasie

Uwaga: W zwigzku z terminowym i w ktérejkolwiek z dwéch konkurencji (M lub F), zostaje on czlonkiem Klubu 44, a nadwyzka
ukazywaniem si¢ Delty na rozwiazania punktéw jest zaliczana do ponownego udzialu. Trzykrotne czlonkostwo — to tytul Weterana.
zadarn ligowych czekamy do korca Szeczegdlowy regulamin zostal wydrukowany w numerze 2/1996.
miesigca

n+2. Redaguje Marcin E. KUCZMA
R()zwia_zania zadan z rnatcnlatyki 7 NUImeri 3/1996 318. Do.wicé-;‘. ze dla kazdej pary liczb naturalnych m,n > 2
Przypominamy tresé zadan: zachodzi réwnosé

n—1 m—1

317. Wyznaczydé najwicksza liczbe naturalna n, dla ktérej istnieja E [Aﬂ] = E [ﬂ]

wielomidny drugiego stopnia F', G, H spelniajace warunek: n | m

H(GF(k)=0dlak=1,2...,n = =t
Crzoltéwka ligi zadaniowej 317. Przypusémy, ze H(G(F(k))) =0dla k= 1,...,7. Funkcja F' (tréjmian kwadratowy)
Klub 44 M

jest éciéle monotoniczna w co najmniej jednym z przedzialéw (—oc;4), (4;00). Przyjmijmy

po uwzglednieniu ocen rozwigzan w pierwszym przypadku

zadan 307 (WT=1,27) i 308 (WT=3,22)

z numeru 10,1995 (1) a=F(1), b=F(2), e¢=F(3), d=F(4),
Jan Ciach ~ Ostrowiec Sw. 44,76 aw dmg]m -
Piotr Lipiiski - Radom 11,89
Henryk Kornacki — Augustéw 39,01 (2) a1 = F[‘l), b= F[E‘}, o= F(G), d= F(?) A
Jerzy Witkowski - Wodsistaw S1. 38,66 - . " - : : . 5
Krayistol Zapiseki= Watssawa 37,54 Liczby a, b, ¢, d tworza ciag monotoniczny. Wartosci G(a), G(b), G(c), G(d) sa pierwiastkami

tréjmianu kwadratowego H, a wiec musza by¢ parami réwne. Zatem zaréwno liczby a i d, jak
- i liczby b i ¢, musza lezeé symetrycznie wzgledem punktu, w ktérym tréjmian kwadratowy G

Ciach, kt6 fekt tyl s s

pil::y ;dob;}\rcv: ;Eufngoc‘:?grrgz?e:ts f;;;:::h osiaga swa wartosé ekstremalna. Tak wiec a 4+ d = b+ c. Ale jedli F(x) = ax? + Gz +

punktéw! (e #0), to

Serdeczne gratulacje przyjmuje pan Jan

(1% + 42 — 22 — 32) w przypadku (1),
L i i { Q‘E‘lz i 77— 57 — 62% w irziiadku E?;;
w kazdym przypadku r # 0. Uzyskana sprzecznosé dowodzi, ze podany w zadaniu warunek nie
moze by¢ spelniony dlan = 7.
Natomiast dla n = 6 warunek ten jest spelniony, na przyklad, przez wielomiany
F(z)= (20 -7)%, Gy) =(y-5)?, H(z)=(z-16)(z— 400).
Zatem n = 6 jest najwieksza liczba o wymaganej wlasnosci.

318. Oznaczmy przez d najwiekszy wspdlny dzielnik danych liceb m i n oraz przyjmijmy
a =m/d, b = n/d. Zachodzi réwnosé

o =3l - [ [ A

Zatem
n—1 n—1
0 =33 e ) - £ o B
Oczywiscie, i
(3) L e e

b b b
Liczby a i b sa wzglednie pierwsze, wiec skladniki sumy (3) sa liczbami calkowitymi wtedy
i tylko wtedy, gdy k dzieli si¢ przez b. Wobec tego
ka (n—Fkla] _[m dla k£ podzielnych przez b,
[ b ] . [ b ] % { m — 1 dla k niepodzielnych przez b.

anla IIY,I\_-'Lr'E'If‘,

W zbiorze {1,2,...,n—1} jest d — 1 liczb podzielnych przez b oraz n — d liczb niepodzielnych

rodowe) Olimpiadzie przez b. Réwnoéé (2) przybiera zatem postaé

nadg

1) iziejeg, . 1 1
r Klubu 44, ktéray 5= 5 ((d = ]]m + (n - d](m - ])) = 5 (mn —_m—-n+ d) .
ale krocle 1

; Otrzymane wyrazenie jest symetryczne wzgledem m i n. To znacay, ze ta sama liczba jest tez

m—=1
k 5 5 % F
wartoécia sumy s': = 2 [_n] . Réwnoéé s = s’ jest wladnie teza zadania.
Redakcja m

= k=1
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Redaguje Jerzy B. BROJAN

Rozwigzania zadan z fizyki z numeru 3/1996

Przypominamy treié¢ zadan:

h pretéw o dlugoéci 1olkach

90°

w wierzcholku o o (tak, s = on rowny +

LY WIACE

i o " . ym pr¢ty sa niewazkie,
Czoldwka ligi zadaniowe]

Klub 44 F
po uwzglednieniu ocen rozwiazan
zadan 207 (WT=3,08) i 208 (WT=2,13) 316 Ocenié minimalna wielkosé
z numeru 111995 .

nt, a poza tym prety sa niewazkie,

¢) kazdy pret ma mase m ro:

widzialnym nay

Aleksander Surma — Myszkdw 33,64 S romiarach nie

Jaroslaw Lazuka ~ Warszawa 31,54 . ToaBalacH HeiD
Przemyslaw Gadszifski— Sroda 51, 26,68 Uwaga. Istnieja me
Przemystaw Gworys - Czgatochowa 26,55 i |.'\.I|'J'il'\‘r'i21_111 zdolnodé rozdzie

W czoléwee wydrukowanej . i » i = . & i
v Ddleis 571998 ikl divknesbi 215. Zaléimy, e jedna z przekatnych rombu wynosi av/2 + 2e, gdzie ¢ jest mala wielkoscia

sihazat pratubacie dia kL, cabawi Klidi = wtedy, jak latwo wykaz‘a.é, druga przek?u.m'jest z dokladnoscia do pierwszt.:go rzt;flu w 'e.
pana Artura Gawryszczaka. réwna av/'2 — 2e, a kat wierzcholkowy rézni sie od 90° 0 o = 2\/55}' a. Energia sprezystosci
w kazdym wierzcholku jest réwna ka?/2 (analogicznie do znanego wzoru na energie ,zwyklej”
sprezyny ), zatem lacznie mamy
Eiprez = 2ka® = 16k<? ,r‘a2 :

Energi¢ kinetyczna najprosciej wyznaczyé dla przypadku a), kiedy jest ona réwna
4mv? [2 = 2ma? (gdzie v = de/dt). W przypadku b) potrzebne nam bedzie przesuniecie
srodka preta. Wynosi ono /2 wzdluz kaidej osi, czyli jego bezwzgledna wartosé jest
réwna £/+/2, predkosé érodka preta — v/\/2, a energia kinetyczna calodci — 2m(v/v/2)? = ma?.
W przypadku c) do energii ruchu srodka masy (takiej, jak w b)) nalezy dodaé energie ruchu
obrotowego, ktéra dla pojedynczego preta jest dana wyrazeniem

0 55 (1 da ) A -

——ma’ [=— ) = —mv*.

212 2 dt 12
Po dodaniu energii ruchu érodka masy i pomnozeniu przez 4 otrzymujemy Ey;, = (4/3)mv?.
Okres drgan zalezy od wspdlczynnika przy kwadracie przesuniecia w energii potencjalnej A
i wspolezynnika przy kwadracie predkosci w energii kinetycznej B poprzez wzdér
T = 2x+/B/A. Stad w przypadku a) mamy T = 27a+/m/8k, w przypadku b)

T = 2may/m/16k, a w przypadkuc) T = 2ma+/m/12k.

216. Zdolnoéé rozdzielcza przyrzadéw optycznych jest ograniczona przez efekty dyfrakcyjne.
Kat ugiecia fali na otworze o rozmiarach d (np. na soczewce) wynosi w przyblizeniu \/d
(gdzie A — dlugosé fali) i tyle wynosi katowa zdolnoéé rozdzielcza przyrzadu. Dla satelity na
wysokosci h oznacza to liniowa zdolnosé rozdzielcza réwna 6 & hA/d, czyli po podstawieniu
A~ 0,5 pm i pozostalych danych otrzymujemy § & 0,2 m. Aby mozna bylo odczytaé napis,
wielkos¢ liter zapewne musi byé okolo 3 razy wieksza, czyli réwna okolo 0,6 m.

=S

Rozwiazanie zadania MT778. Trzeba okresli¢ funkcje f wewnatrz kraty. Niech (r,y) € K. Rozwazymy czastke bladzaca losowo po

kracie. Startuje ona z punktu (z,y) i odtad w kazdym ruchu zmienia swoje polozenie o wektor [0,1], [0, —1], [1, 0] lub [—1, 0] (o kazdy z nich

z prawdopodobienistwem réwnym 1/4). Poszczegélne ruchy sa niezalezne. Gdy czastka znajdzie si¢ po raz pierwszy w punkcie nalezacym do

brzegu kraty, zatrzymuje sig. Czytelnik zechce samodzielnie wykazaé, ze zdarzy sie to z prawdopodobienstwem 1 (pomocne moze byé rozwiazanie

zadania M 771 z Delty 5/1996 o grze w orla i reszke).
Niech Z;,, oznacza wartod¢ funkcji ¢ w punkcie, w ktérym czastka startujaca z punktu (z,y) sie zatrzymala (j
¥4)=EZ

=st to, oczywiicie, pewna zmienna

losowa). Polézmy f(

z,y- Oczywiscie, f(z,y) = g(z,y) dla (z,y) € By (bo wtedy czastka od razu sie zatrzymuje).

Pozostaje sprawdzi¢ warunek pseudoharmonicznosci. Niech Py, y..,, 02nacza prawdopodobieristwo tego, 2e czastka startujaca z punktu (z,y)

zatrzyma sie w punkecie (a, ). Na mocy twierdzenia o prawdopodobienstwie ¢

tkowitym

; ; : 1 1 ! 1
flz,y) = E gla, b)Px yiap = E gla, b) (I—]f’.\-H.U a,b + *'P:r—l,?\r-.u.b + —Pr yt15a,8 + _;J')-.-.,-_r—l;f.,J.) =

{a.b)EE (a,b)EB N
| ( ‘
= Z 9(a,b)Peyi yia,p + Z g(a,8)Pe_1, yia,b + Z g, b)) P yp1a.6 + Z gla, b)Ps y_ 10,8 ) =
. (a,b)EB (a.b)EB (a,b)EB {a,b)EE /
1 1 { .
= i (BZs41,y + EZoet,y + B2z y41 + B2, p—1) = i (,."i r+lLyl+fle=-1,y)+ flz,y+ 1)+ f(x, ¥ 1 j-}

co konczy dowdd
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