
Uwaga: W zwiazku z terminowym

ukazywaniem sie Delty na rozwiazania
zadan ligowych czekamy do konca
miesiaca

n+2.

,•

Liga zadaniowa Wydzialu Matematyki, Informatyki i Mechaniki,
Wydzialu Fizyki Uniwersytetu Warszawskiego i Redakcji Delty

Skrót regulaminu
Kazdy moze nadsylac rozwiazania zadan z numeru n w terminie do konca miesiaca n + 2. Szkice

rozwiazan zamieszczamy w numerze n + 4. Mozna nadsylac rozwiazania czterech, trzech, dwóch

lub jednego zadania (kazde na oddzielnej kartce), mozna to robic co miesiac lub z dowolnymi
przerwami. Rozwiazania zadan z matematyki i z fizyki nalezy przesylac w oddzielnych kopertach,

umieszczajac na kopercie dopisek: Klub 44 M lub Klub 44 F. Oceniamy zadania w skali od O

do l z dokladnoscia do 0,1. Ocene mnozymy przez wspólczynnik trudnosci danego zadania:

WT = 4 - 3S/N, gdzie S oznacza sume ocen za rozwiazania tego zadania, a N - liczbe osób,

które nadeslaly rozwiazanie chocby jednego zadania z danego numeru w danej konkurencji (M
lub F) - i tyle punktów otrzymuje nadsylajacy. Po zgromadzeniu 44 punktów, w dowolnym czasie

i w którejkolwiek z dwóch konkurencji (M lub F), zostaje on czlonkiem Klubu 44, a nadwyzka
punktów jest zaliczana do ponownego udzialu. Trzykrotne czlonkostwo - to tytul Weterana.

Szczególowy regulamin zostal wydrukowany w numerze 2/1996.

Redaguje Marcin E. KUCZMA
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Klub 44
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318. Dowiesc, ze dla kazdej pary liczb naturalnych m, n 2: 2
zachodzi równosc

Rozwiazania zadan z matematyki z numeru 3/1996
Przypominamy tresc zadan:

317. Wyznaczyc najwieksza liczbe naturalna n, dla której istnieja

wielomiany drugiego stopnia F, G, H spelniajace warunek:

H(G(F(k») = O dla k = 1,2,. , n.
k=l k=l

317. Przypuscmy, ze H(G(F(k))) = O dla k = 1, ... ,7. Funkcja F (trójmian kwadratowy)

jest scisle monotoniczna w co najmniej jednym z przedzialów (-00; 4), (4; 00). Przyjmijmy

w pierwszym przypadku

Czolówka ligi zadaniowej
Klub 44 M

po uwzglednieniu ocen rozwiazan

zadan 307 (WT=1,27) i 308 (WT=3,22)

z numeru 10/1995 (l) a = F(l), b = F(2), c = F(3), d = F(4),

Jan Ciach - Ostrowiec SW.44,76
Piotr Lipinski - Radom 41,89

Henryk Kornacki - Augustów 39,01
Jerzy Witkowski - Wodzisla.w Sl. 38,66

Krzysztof Zapisek - Warszawa. 37,54

Serdeczne gratulacje przyjmuje pan Jan
Ciach, który w efektownym stylu po raz
piaty zdobywa sume czterdziestu czterech

punktów'

a w drugim-

(2) a = F(4), b = F(5), c = F(6), d = F(7).

Liczby a, b, c, d tworza ciag monotoniczny. Wartosci G(a), G(b), G(c), G(d) sa pierwiastkami

trójmianu kwadratowego H, a wiec musza byc parami równe. Zatem zarówno liczby a i d, jak

i liczby b i c, musza lezec symetrycznie wzgledem punktu, w którym trójmian kwadratowy G

osiaga swa wartosc ekstremalna. Tak wiec a + d = b + c. Ale jesli F(x) = O'x2 + (3x + 'Y

(O' i= O), to

r = (a + d) _ (b + c) = {0'(12 + 42 - 22 - 32) w przypadku (1),0'(42 + 72 - 52 - 62) w przypadku (2);

w kazdym przypadku r i= O. Uzyskana sprzecznosc dowodzi, ze podany w zadaniu warunek nie

moze byc spelniony dla n = 7.

Natomiast dla n = 6 warunek ten jest spelniony, na przyklad, przez wielomiany

F(x) = (2x - 7)2, G(y) = (y - 5)2, H(z) = (z - 16)(z - 400).

Zatem n = 6 jest najwieksza liczba o wymaganej wlasnosci.

318. Oznaczmy przez d najwiekszy wspólny dzielnik danych liczb m i n oraz przyjmijmy

a = mld, b = n/d. Zachodzi równosc

[ka] [(n-k)a]={mb + b m-l

S=

(3)

Zatem

(2)

Oczywiscie,

(1)

ka (n-k)a_na_
b +--b--- b -m.

Liczby a i b sa wzglednie pierwsze, wiec skladniki sumy (3) sa liczbami calkowitymi wtedy

i tylko wtedy, gdy k dzieli sie przez b. Wobec tego

dla k podzielnych przez b,

dla k niepodzielnych przez b.

W zbiorze {l,2, ... , n-l} jest d - 1 liczb podzielnych przez b oraz n - d liczb niepodzielnych

przez b. Równosc (2) przybiera zatem postac

s= ~((d-l)m+(n-d)(m-l)) = ~(mn-m-n+d).

Otrzymane wyrazenie jest symetryczne wzgledem m i n. To znaczy, ze ta sama liczba jest tez
m-l

" I "'" [kn] R' u I' l' . d'wartoscla sumy S : = L.J -. ownosc S = S Jest w asrue teza za ama.
Redakcja k=l m

Calkiem niedawno do naszej

swiadon1osci dotarla wiadomosc, ze na

36 Miedzynarodowej Olimpiadzie

Matematycznej (Kanada '95) az
dwa zadania konkursowe (Zadanie 4

i zadanie 6) byly autorstwa Marcina
E. Kuczmy. Rzadko sie zdarza, zeby
na Miedzynarodowej Olimpiadzie

Matematycznej zostaly wykorzystane dwa

zadania sposród propozycji jednego kraju
- a co dopiero jednego autora'

Warto przy okazji wspomniec, ze juz

dwukrotnie wczesniej M.E. Kuczma

byl autorem zadania uzytego
w Miedzynarodowej OlimpiadzIe

Matematycznej Mamy nadzieje,

ze wsród uczestników Klubu 44, którzy

rozwlazywali przeciez cale krocie zadan

autorstwa Marcina Kuczmy (moze ktos
policzy, ile ich bylo), znajda sie kiedys

jego godni nastepcy.
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Czolówka ligi zadaniowej
Klub 44 F

po uwzglednieniu ocen rozwiazan

zadan 207 (WT=3,03) i 208 (WT=2,13)
z numeru 11/1995

Aleksa.nder Surma - Myszków 33,64
Jarosla.w La.zuka. - Wa.rsza.wa. 31,54

przemysla.w Gadzinski - Sroda. Sl. 26,68
Przemysla.w Gworys - Czestochowa. 26,55

W czolówce wydrukowanej

w Delcie 3/1996 chochlik drukarski
zmazal gratulacje dla 21. czlonka Klubu ­

pana Artura Gawryszczaka.

Redaguje Jerzy B. BROJAN

Rozwiazania zadali. z fizyki z numeru 3/1996

Przypominamy tresc zadan:

215. Kwadrat zbudowany jest ze sztywnych pretów o dtugosci a potaczonych w wierzcholkach

przegubowo i sprezyscie. Zmiana kata w wierzcholku o C< (tak, ze staje sie on równy 90° + C<

lub 90° - c<)powoduje wystapienIe momentu sily równego kc< o zwrocIe przywracajacym kat 90°.

Obliczyc okres malych drgal) deformujacych kwadrat do rombu, jesli:

a) w wierzcholkach znajduja sie masy punktowe m, a poza tym prety sa niewazkie,

b) w srodkach pretów znajduja sie masy punktowe m, a poza tym prety sa niewazkie,

c) kazdy pret ma mase m rozlozona jednorodnie.

216. Ocenic nlinimalna wielkosc liter na powierzchni Zielni pozwalajaca odczytac w swieUe

widzialnym napis z satelity krazacego na wysokosci 400 km, przy uzyciu przyrzadów optycznych

o rozmiarach nie przekraczajacych 1 m.

Uwaga. Istnieja metody komputerowego przetwarzania obrazów, które zmniejszaja nieostrosc

i poprawiaja zdolnosc rozdzielcza. \IV rozwiazaniu najezy to pon1inac.

215. Zalózmy, ze jedna z przekatnych rombu wynosi a-/2 + 2e, gdzie e jest mala wielkoscia

- wtedy, jak latwo wykazac, druga przekatna jest z dokladnoscia do pierwszego rzedu w e

równa a-/2 - 2e, a kat wierzcholkowy rózni sie od 90° o et = 2-/2e/a. Energia sprezystosci

w kazdym wierzcholku jest równa ket2/2 (analogicznie do znanego wzoru na energie "zwyklej"

sprezyny), zatem lacznie mamy

Esprez = 2ket2 = 16ke2/a2 .

Energie kinetycznanajprosciej wyznaczyc dla przypadku a), kiedy jest ona równa

4mv2/2 = 2mv2 (gdzie v = de/dt). W przypadku b) potrzebne nam bedzie przesuniecie

srodka preta. Wynosi ono e/2 wzdluz kazdej osi, czyli jego bezwzgledna wartosc jest

równa e/-/2, predkosc srodka preta - v/-/2, a energia kinetyczna calosci - 2m( v/-/2)2 = mv2.

W przypadku c) do energii ruchu srodka masy (takiej, jak w b)) nalezy dodac energie ruchu

obrotowego, która dla pojedynczego preta jest dana wyrazeniem

~~ma2 (~det)2 = ~mv2212 2 dt 12

Po dodaniu energii ruchu srodka masy i pomnozeniu przez 4 otrzymujemy Ekin = (4/3)mv2.

Okres drgan zalezy od wspólczynnika przy kwadracie przesuniecia w energii potencjalnej A

i wspólczynnika przy kwadracie predkosci w energii kinetycznej B poprzez wzór

T = 21rVB/A. Stad w przypadku a) mamy T = 21ravm/8k, w przypadku b)

T = 21ravm/16k, a w przypadku c) T = 21raVm/12k.

216. Zdolnosc rozdzielcza przyrzadów optycznych jest ograniczona przez efekty dyfrakcyjne.

Kat ugiecia fali na otworze o rozmiarach d (np. na soczewce) wynosi w przyblizeniu),,/ d

(gdzie)" - dlugosc fali) i tyle wynosi katowa zdolnosc rozdzielcza przyrzadu. Dla satelity na

wysokosci h oznacza to liniowa zdolnosc rozdzielcza równa 8 >:::: h)"/ d, czyli po podstawieniu

)" >:::: 0,5 /.Lm i pozostalych danych otrzymujemy 8 >:::: 0,2 m. Aby mozna bylo odczytac napis,

wielkosc liter zapewne musi byc okolo 3 razy wieksza, czyli równa okolo 0,6 m.

Rozwiazanie zadania M778. Trzeba okreslic funkcje f wewnatrz kraty. Niech (x, y) E K N. Rozwazymy czastke bladzaca losowo po

kracie. Startuje ona z punktu (x, y) i odtad w kazdym ruchu zmienia swoje polozenie o wektor [0,1], [O, -1], [1, O] lub [-1, O] (o kazdy z nich

z prawdopodobienstwem równym 1/4). Poszczególne ruchy sa niezalezne. Gdy czastka znajdzie sie po raz pierwszy w punkcie nalezacym do

brzegu kraty, zatrzymuje sie· Czytelnik zechce samodzielnie wykazac, ze zdarzy sie to z prawdopodobienstwem 1 (pomocne moze byc rozwiazanie

zadania M 771 z Delty 5/1996 o grze w orla i reszke).

Niech Z.r,y oznacza wartosc funkcji g w punkcie, w którym czastka startujaca z punktu (x,y) sie zatrzymala (jest to, oczywiscie, pewna zmienna

losowa). Polózmy f(x, y) = EZx,y. Oczywiscie, f(x, y) = g(x, y) dla (x, y) E B N (bo wtedy czastka od razu sie zatrzymuje).

Pozostaje sprawdzic warunek pseudoharmonicznosci. Niech Px,y;a,b oznacza prawdopodobienstwo tego, ze czastka startujaca z punktu (:c, y)

zatrzyma sie w punkcie (a, b). Na mocy twierd~enia o prawdopodobienstwie calkowitym

f(x, y) = L g(a, b)Px,y;a,b = L g(a, b) (~Px+l,y;a'b + ~PX-l,y;a,b + ~PX,y+l;a'b + ~PX,y-l;a'b) =
(a ,b)EBN (a ,b)EB N

L g(a, b)Px-1,y;a,b +~( L g(a, b)Px+1,y;a,b +
(a,b)EBN (a,b)EBN

L g(a, b)Px,y+l;a.b +

~ (EZr+1,y + EZx_1,y + EZx,y+l + EZx,y_J) = ~ (f(X + 1, y) + f(.x - 1, y) + f(x, y + 1) + .f(.r, y - l))
co kOl\cZYdowód.
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