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Skrót regulaminu
Kazdy moze nadsylac rozwiazania zadan z numeru n w terminie do konca miesiaca n + 3. Szkice

rozwiazan zamieszczamy w numerze n + 4. Mozna nadsylac rozwiazania czterech, trzech, dwóch

lub jednego zadania (kazde na oddzielnej kartce), mozna to robic co miesiac lub z dowolnymi

przerwami. Rozwiazania zadan z matematyki i z fizyki nalezy przesylac w oddzielnych kopertach,

umieszczajac na kopercie dopisek: Klub 44 M lub Klub 44 F. Oceniamy zadania w skali od O

do 1 z dokladnoscia do 0,1. Ocene mnozymy przez wspólczynnik trudnosci danego zadania:

WT = 4 - 35/N, gdzie S oznacza sume ocen za rozwiazania tego zadania, a N - liczbe osób,

które nadeslaly rozwiazanie chocby jednego zadania z danego numeru w danej konkurencji (M

lub F) - i tyle punktów otrzymuje nadsylajacy. Po zgromadzeniu 44 punktów, w dowolnym czasie

i w którejkolwiek z dwóch konkurencji (M lub F), zostaje on czlonkiem Klubu 44, a nadwyzka

punktów jest zaliczana do ponownego udzialu. Trzykrotne czlonkostwo - to tytul Weterana.

Szczególowy regulamin zostal wydrukowany w numerze 2/1996.

Zadania z matematyki nl"323, 324

Redaguje Marcin E. KUCZMA

323. Wyznaczyc wszystkie potegi liczby 2 (o wykladniku

calkowitym dodatnim), których zapis w siódemkowym

ukladzie pozycyjnym sklada sie z samych jedynek.

324. Punkt G jest srodkiem ciezkosci czworoscianu ABCD

wpisanego w sfere o srodku O i promieniu R. Proste AG,

BG, CG, DG przecinaja te sfere odpowiednio w punktach

K, L, M, N (róznych od A, B, C, D). Dowiesc, ze
l l l l 4

IGKI2 + IGLI2 + IGMI2 + IGNI2 ::::R2 .

Zadanie 324 zaproponowal pan Jan Ciach z Ostrowca Swietokrzyskiego.

Rozwiazania zaclaii z nUlnel'U 2/1996
Przypominamy tresc zadan:

315. Dana jest liczba naturalna n ?:: 2. Ile jest permutacji

K: {l, ... ,n} - {l, ... , n}, dla których nierównosc K( k) ?:: k jest

spelniona przez dokladnie dwie liczby k E {l, ,np

315. Permutacja rozpada sie na cykle. W kazdym cyklu

najmniej sza liczba k spelnia nierównosc 1l'(k) ~ k. Jesli wiec

pennutacja 1l' ma rozwazana w zadaniu wlasnosc, to jest

cykliczna lub rozklada sie na dwa cykle.

Przypadek I. Sa dokladnie dwa cykle. W kazdym cyklu

wszystkie elementy z wyjatkiem najmniejszego musza spelniac

nierównosc 1l'(k) < k; jesli wiec kI < ... < kr sa wszystkimi

element.ami cyklu, to dzialanie permutacji 1l' w jego obrebie

jest juz jednoznacznie wyznaczone - mianowicie wyglada

tak: kr ---+ kr-l ---+ ••• ---+ kI ---+ kr . Zatem liczba badanych

permutacji o dwóch cyklach jest równa liczbie podzialów zbioru

n-elementowego na dwa (nierozróznialne) niepuste podzbiory,
czyli wynosi 2n-1 - 1.

Przypadek II. Permutacja 1l' jest cykliczna. Zalózmy, ze n ~ 3.

Niech m bedzie najmniejszaliczba i, dla której 1l'i(n) i= n - i

(symbol1l'i oznacza i-krotne zlozenie 1l'o ... o 1l'). Zatem

permutacja 1l' dziala tak:

n ---+ (n-l) ---+ (n-2) ---+ ••• ---+ (n-(m-l)) ---+

--lo Ul -+ ... -+ 1L~ -+ (n-m) --lo VI -+ ... -+ Vs -+ n,

przy czym Ul i= n "-m (ciag Ul , ••• , Ur jest wiec niepusty );

liczba m spelnia oszacowania 1:::;m :::;n - 2. Dwoma

elementami k spelniajacymi nierównosc 1l'(k) ~ k sa: k' = Ur

oraz kil = v. (ciag VI, ... , v. moze byc pusty, wówczas

kil = n - m). Pozostale elementy musza spelniac nierównosc

1l'(k) < k; stad wynika, ze Ul > ... > Ur oraz VI > ... > v•.

Dla ustalonego m permutacja 1l' jest wiec jednoznacznie

wyznaczona przez wybór niepustego podzbioru U = {Ul, ... ,Ur }

zbioru {l, 2, ... , n-m-l} (pozostale elementy utworza zbiór

{VI, ... ,v.}, który moze byc pusty). Mamy 2n-m-1 -1
mozliwosci wyboru zbioru U. Zatem liczba permutacji

cyklicznych o rozwazanej wlasnosci wynosi

n-2

L (2n-m-1 -1) = 2n-1 - n.
111:;::1
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316. vVyznaczyc wszystkie funkcje f: n, ---,.n. sp8Jlliaj<'Y·t~ równani(-,:

funkcyjne
x.f(:") - y.f(yJ = (x - yJ.f(x + yJ.

(Gdy n = 2, wówczas jedyna cykliczna permutacja zbionl

{1,2} nie spelnia postawionego warunku, wiec uzyskany wynik

22-1 _ 2 = Ojest i tym razem prawidlowy.)

Uwzgledniajac wyniki obliczen w przypadkach I i II

otrzymujemy odpowiedz: liczba permutacji 1l', o które chodzi

w zadaniu, jest równa

(2n-1 - 1) + (2n-1 - n) = 2n - (n + 1).

316. Zalózmy, ze funkcja i spelnia podane równanie

i przyjmijmy a = i(l) - i(O), b = i(O). Latwo sprawdzic,

ze wówczas funkcja

g(x) = i(x) - (ax + b)

tez spelnia analogiczne równanie

(1) xg(x) - yg(y) = (x - y)g(x + y) ,

wraz z warunkiem grO) = g(l) = o.

Kladac w (1) y = -x stwierdzamy, ze g(x) + gr-x) = o:

funkcja g jest nieparzysta. Zatem funkcja h(x) = xg(x) jest

parzysta. Równanie (1), pomnozone stronami przez (x + y),

przybiera postac

(2) (x + y)(h(x) - h(y)) = (x - y)h(x + y) .

Podstawiamy w (2) y = x-l:

(3) (2x - l)(h(x) - h(x - 1) = h(2x - l).

Nastepnie podstawiamy w (2) y = 1- x:

(4) h(x) - h(1 - x) = (2x - l)h(l) = o.

Ale h(1 - x) = h(x - l), wobec parzystosci funkcji h.

Ze zwiazków (3) i (4) wynika wiec, ze h(2x - 1) = o. Wobec

dowolnosci x, funkcja h jest tozsamosciowo równa zeru. Zatem

takze g jest funkcja tozsamosciowo równa zeru, i ostatecznie

i(x) = ax+ b.

Proste sprawdzenie wykazuje, ze kazda funkcja takiej postaci

spelnia podane równanie.



Redaguje Jerzy B. BRO.JAN

213. a) Zbadajmy ruch zabawki najpierw w góre, a potem w dól w nieinercjalnym ukladzie

odniesienia zwiazanym z rozwinieta czescia nici. Jesli przyspieszenie ukladu jest równe a

(dodatni zwrot w góre), to sila bezwladnosci ma dodaje sie do sily ciezkosci, a równanie ruchu

obrotowego wzgledem chwilowej osi obrotu A (rys. 6) ma postac

(l) Je = -m(g + a)r,

gdzie I - moment bezwladnosci zestawu krazków wzgledem osi A, r - promien wewnetrznej

oski, E: = ~~- przyspieszenie katowe (ujemne, jesli poczatkowa predkosc katowa uwazamy za

dodatnia). Po scalkowaniu wzgledem czasu i wprowadzeniu parametru R = I/mr otrzymujemy

(2) &v = -gt - v + const,

gdzie v - predkosc ukladu. W chwili poczatkowej - zgodnie z przyjetym zalozeniem

- ta predkosc jest równa zeru, a podstawiajac t = O, w = Wo mamy const = Rwo. Jesli

otrzymane równanie scalkujemy jeszcze raz, to dla calego ruchu w góre i w dól mamy

f v dt = O (z zalozenia o jednakowym poziomie), a takze f wdt = O (tyle samo obrotów

w góre, co w dól). Ze wzoru O= - ~gt2 + Rwot znajdujemy t = 2Rwo/g, a powracajac do
równania (2) widzimy, ze koncowa predkosc katowa jest równa -wo niezaleznie od przebiegu

funkcji v(t). Zatem w ten sposób nie mozna rozpedzic zabawki.

214. W ograniczonYITI obszarze przestrzeni wystepuje zn1ienne pole lnagnetyczne wytworzone przez

zewnetrzne zródlo, tak ze woltomierz wlaczony w obwód opasujacy ten obszar (zob. rys. :5; na

rysunkach pole zostalo oznaczone krzyzykami) wskazuje przez pewien czas l V. Jakie napiecie wskaze

w takiej sytuacji:

a) woltomierz wlaczony w podwójna petle (r)'s. 3), b) woltomierz dolaczony do petli z drutu
oporowego wedlug rysunku 4, c) woltomierz dolaczony do petli z drutu oporowego wedlug rysunku 5,

d) woltomierz dolaczony do petli z drutu nadprzewodzacego wedlug rysunku 4"

b) Aby przekazac energie ukladowi, trzeba poruszajac nitka wykonac dodatnia prace. Nalezy

wiec przesuwac nitke do góry wtedy, gdy jej sila napiecia jest duza (tzn. w dolnym polozeniu,

bo tam nastepuje zwrot ruchu i zwiazane z nim szarpniecie), a do dolu w innych fazach ruchu.

Poniewaz szarpniecie nici przez "jo-jo" trwa krótko, wiec optymalnie jest wykonac wtedy

szybki ruch nitka do góry, a powracac w dól mozna wolniej.

214. W przypadku a) woltomierz wskaze 2 V, gdyz podwójna petle mozna uznac za szeregowe

polaczenie dwóch petli (zasada transformatora). W przypadkach b) i c) natezenie pradu

plynacego w drucie opoi'owym wynosi I = (l V)/ R (gdzie R - opór petli). Rozwazmy obwód

z rysunku 4 skladajacy sie z galezi zawierajacej woltomierz oraz cwiartki petli oporowej;

poniewaz obwód ten nie obejmuje pola, wiec krazenie pola elektrycznego wzdluz niego jest

równe zeru, czyli napiecie na woltomierzu równa sie napieciu na cwiartce petli, równemu

I· (1/4)R = 0,25 V. W podobny sposób na rysunku 5 otrzymujemy 0,75 V (uwaga - nie ma

tu sprzecznosci, gdyz ze wzgledu na wirowe pole elektryczne nie mozna n~ówic o "róznicy

potencjalów" miedzy punktami dolaczenia woltomierzy). W przypadku d) pole wlasne petli

nadprzewodzacej równowazy zmiany pola zewnetrznego, tak ze calkowity strumien przez petle

pozostaje staly, a SEM indukcji wynosi zero. Linie pola samej petli sa liniami zamknietymi,

wiec musza "powracac" na zewnatrz petli wywolujac indukcje w obwodzie z woltomierzem.

Jesli przyjac, ze 1/4 strumienia powraca wewnatrz tego obwodu (co zalezy, oczywiscie,

od ulozenia przewodów i jest scisle tylko wtedy, gdy prawy i dolny odcinek sa odsuniete daleko

od petli), to otrzymujemy znów 0,25 V.

213. Aby zwiekszyc wysokosc osiagana przez zabawke ,ja-jo") grajacy moze vvykonywac ruchy

pionowe reka trzymajaca górny koniec nitki.

a) Zalózmy, ze w czasie przejscia "jo_joJ> przez dolne poJozenie (gdy nitka jest calkowicic rozwinieta)

górny koniec nitki jest nieruchomy i w kolejnych przejsciach znajduje sie na jednakowym poziomie.

Czy mozna tak nim poruszac w czasie wspinania sie i opadania zabawki, aby ja rozpedzic, tZn. al.JY

zwiekszyc predkosc katowa w dolnym polozeniu? Jesli tak, to opisac prawidlowa metode·

b) Opisac najskuteczniejsza metode rozpedzenia zabawki, jesli w jej dolnyn1 polozeniu górny koniec

nitki nie lnusi byc nieruchomy.

Zadania z fizyki nr 221 i 222

221. Petle ze sznura o wytrzymalosci W i masie na jednostke dlugosci (}nalozono

na dwa walce o promieniu r obracajace sie z predkoscia katowa w (rys. 1). Jaka jest

maksymalna wartosc sily odsuwajacej osie walców, przy której petla nie ulegnie

zerwaniu? Przyjac, ze sila oddzialywania miedzy sznurem a walcami nie ma skladowej

stycznej (nie ma wiec zadnego przekazu energii), a takze nie wystepuje poslizg.

222. Dwie cienkie powloki sferyczne o promieniach rl i T2 sa ustawione koncentrycznie

(pierwsza wewnatrz drugiej) i naladowane równomiernie rozlozonymi ladunkami Ql

i Q2, a w srodku sfer znajduje sie punktowy ladunek q. Jakie zwiazki musza spelniac

q, Ql i Q2, aby powloki byly mechanicznie stabilne, tzn. aby nie podlegaly silom

sciskajacym ani rozciagajacym?

Rozwiazania zadail z fizyki z numeru 2/1996

Przypominamy tresc zadan

'_I '_I
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Czolówka ligi zadaniowej
Klub 44 F

po uwzglednieniu ocen rozwiazan

zadan 205 (WT=2,98) i 206 (WT=2,50)

z numeru 10/1995

Aleksander Surma - Myszków 33,64
Przemyslaw Gadziri.ski - Sroda. Sl. 26,68

Jaroslaw Lazuka - Warszawa 26,39
Przemyslaw Gworys - Czestochowa. 25,49

Jan Ciach - Ostrowiec Sw. 42,20
Adam CzoTnik - Bytom 41,29

Piotr Lipiri.ski - Radom 39,33

Henryk Kornacki - Augustów 36,45
Krzysztof Zapisek - Warszawa 36,40

Jerzy Witkowski - Wodzisla.w Sl. 36,23

Czolówka ligi zadaniowej
Klub 44 M

po uwzglednieniu ocen rozwiazan

zadan 305 (WT=3,84) i 306 (WT=I,OO)

z numeru 9/1995

Panu A. Surmie doliczono punkty za

zadanie 204, którego rozwiazanie nadeszlo
z niezawinionym przez niego opóznieniem.
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