Pole trdjkata sferycznego

1 wzor Eulera

Marek KORDOS

Na sferze za proste uwaza sie jej geodezyjne. A geodezyjne jakiejs
powierzchni to najmniej krzywe linie na niej. A najmniej krzywymi
liniami na sferze (powierzchni kuli) sa jej okregi wielkie. Dwie
takie ,proste” przecinaja sic w dwéch antypodycznych punktach
(antypodyczne punkty to takie, ze laczacy je odcinek przechodzi
przez srodek sfery) i dziela sfere na cztery dwukaty (tak! na sferze
sa dwukaty). Dwukat ma dwa katy, ale zawsze sa one réwne.

Pole dwukata o kacie « jest réwne 2a - R?, gdzie R to promien sfery.
Bardzo latwo to uzasadni¢. Pole dwukata jest w oczywisty sposdb
proporcjonalne do jego kata. Gdy zas kat wzroénie do 7, dwukat
stanie sie pélsfera, czyli bedzie mial pole 27 - R? i juz.

Dla obliczenia pola tréjkata sferycznego wygodnie bedzie sie zajaé
sfera jednostkowa — wynik pomnozymy przez R? i bedzie dobrze dla

dowolnej sfery, gdyz kazda sfera jest podobna do sfery jednostkowe;j
w stosunku K.
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Niech interesujacy nas trojkat ma katy o, 3,4. Cala sfera (o polu 47)
to suma sze$ciu dwukatéw — po dwa odpowiadajace kazdemu z katéw
— minus cztery pola tréjkatéw, bo jest ich dwa (na rysunku 2 jeden
jest czarny, a drugi kolorowy) i kazdy jest przykryty trzy razy, wiec
dwa z nich trzeba usunaé. Oznaczajac pole trojkata przez A mamy
2-2a+20+2v) =4 +4A.
Otrzymalidmy zatem
A =i + 16 + iy

a dla dowolnej sfery to samo pomnozone przez R>.
Poniewaz kazdy wielokat sklada sie z trojkatow, wiec pole P n-kata
sferycznego daje sie obliczyé ze wzoru

P=ai+as+...4+a,—(n—-2)7,
ewentualnie pomnozone przez R? (q; to katy n-kata).
Wynika stad bardzo sprawnie wzoér Eulera. Trzeba tylko zauwazyé,
ze wieloscian wypukly ma te wlasnoéé, iz da sie tak ,nadmuchaé”,
by stal sie sfera. Inaczej: ogladajac go z wewnatrz widzimy jego
sciany, krawedzie 1 boki jakby namalowane na jakiej$ sferze (tak jak
w starozytnosci na sferze widziano wszystkie gwiazdy).
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Tworca

wspolczesnej

geometrii
— Mikotaj
YLobaczewski
(1792-1856)

(artykul zamieszczony w nr. 61 Trybuny Ludu
z 3 marca 1956 roku przypomniany nam przez
Mieczystawa Karpirica)

Karol BORSUK

Wsérdd idei pozostawionych nam

w spuéciZnie przez §wiat antyczny,
najbardzie] pewnymi, i w pewnym
stopniu ostatecznymi, wydaja si¢ by¢ idee
geometrii elementarnej, sformulowane

przez znakomitego matematyka wczesnej
epoki hellenistycznej — Euklidesa

(okolo r. 300 przed n.e.) w dziele

pt. ,Elementy”. Od przeszlo dwéch tysiecy
lat dzieto to zachowuje swa wartosé
naukowa i dotychczas kurs geometrii
wykladany w szkole éredniej w zasadzie
nie wykracza poza jego zakres.

Euklides oparl wyklad geometrii na
niewielkiej liczbie tzw. aksjomatéw
przyjetych bez dowodu, starajac sie
wyprowadzi¢ z nich cala reszte rozwinietej
przez siebie teorii. Jak wiadomo,
geometria elementarna stanowi podstawe
znacznej czesci przyrodoznawstwa,
podstawe niezmiernie pewna, nigdy
bowiem bezposérednie doswiadczenie nie
doprowadzilo do wynikéw niezgodnych

z twierdzeniami geometrii.

Potrzeba bylo niezmiernej odwagi
my$lenia, by zdoby¢ sie na poglad,

ze koncepcja geometrii przyjeta przez
Euklidesa nie jest jedyna, lecz ze obok
niej postawi¢ mozna koncepcje innych
geometrii, przy czym nie ma pewnosci,
ktéra z nich lepiej opisuje zjawiska swiata
rzeczywistego. Ten niezmiernie rewolucyjny
krok w dziejach mysli ludzkiej dokonany
zostal przez genialnego matematyka
rosyjskiego Mikolaja Lobaczewskiego,

- ktdrego setna rocznica $mierci obchodzona

jest w tym roku przez nauke s§wiatowa.

Mikolaj Lobaczewski urodzil sie .

w roku 1792 w Niznim Nowgorodzie (dzi$
Gorki) jako syn skromnego urzednika
ziemskiego. Dla czytelnika polskiego
interesujaca bedzie moze wiadomodé,

ze ojciec Mikolaja Lobaczewskiego — Jan
(Iwan) Lobaczewski pochodzil z Polski.
Wedlug oéwiadczenia cérki Mikolaja
Lobaczewskiego, W. Achlopkowej, Jan
Lobaczewski byl ,katolikiem, architektem,
wychodzca z Carstwa Polskiego”.
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Cale zycie spedzil Mikolaj ELobaczewski
w Kazaniu, gdzie ukoriczyl szkole
érednia, a nastepnie (w roku 1811)
uniwersytet ze stopniem magistra nauk
matematyczno-fizycznych. W roku 1816,
a wiec jako 24-letni mlodzieniec, zostal
profesorem matematyki uniwersytetu

w Kazaniu.

W tym tez czasie zainteresowania jego
zwracaja sie ku geometrii elementarnej.
Wséréd aksjomatéw, na ktorych
Euklides zbudowal swa geometrig,
wystepuje tzw. ,postulat V", zwany tez

aksjomatem Euklidesa. Aksjomat ten méwi

(w sformulowaniu nieco uproszezonym},
ze o ile w plaszczyZnie dana jest prosta

i punkt na niej nie lezacy, to przez punkt
ten mozna poprowadzié¢ w tej plaszczyinie
dokladnie jedna prosta, ktéra prostej
danej nie przecina (a wiec tzw. prosta
réwnolegla do prostej danej). Aksjomat
ten byl przedmiotem dlugotrwalych

1 wszechstronnych badaifi, przypuszczano
bowiem, zZe jest on dla zbudowania
geometrii zbyteczny, gdyz daje sie
wyprowadzié z pozostalych aksjomatéw
przyjetych przez Euklidesa. Liczne préby
podania dowodu tego aksjomatu, podjete
przez wielu matematykéw poczynajac

od starozytnosci (Proklus), a koiiczac

na znakomitym matematyku francuskim
wieku XIX, Legendre, zawiodly.

Réwniez i Mikolaj Lobaczewski prébowal
poczatkowo przeprowadzié tego rodzaju
dowdd, lecz szybko zdal sobie sprawe

z daremnoéci tych wysitkéw 1 powzial

niezmiernie émiata myél zbudowania nowej

geometrii, réznej od geometrii Euklidesa,
w ktdrej aksjomat Euklidesa nie bylby
spelniony. W roku 1826 przedstawil

on wyniki swych badai na posiedzeniu
Wydzialu Matematyczno-Fizycznego
Uniwersytetn w Kazanin, wyglaszajac
odeczyt pt. ,Rozwazania nad podstawami
geometrii”. W odczycie tym przedstawit
on po raz plerwszy koncepcje nowej
geometrii, istotnie réznej od tradycyjnej
geometrii Euklidesa. W roku 1829 ukazala
sie w rocznikach uniwersytetu w Kazaniu
rozprawa Mikolaja Lobaczewskiego

pt. ,,O zasadach geometrii”, w ktérej
wylozyl on zarys stworzonej przez siebie
teorii.

Prawdopodobnie znaczna czesé
Czytelnikéw niniejszego artykulu odczula
pewne rozczarowanie, dowiadujac sie,

ze wielkie odkrycie Lobaczewskiego polega
na zbudowaniu teorii rézniacej sie¢ od
geometrii Euklidesa jedynie zaprzeczeniem
jednego z aksjomatéw, ktérego tresé
wydaje sie byé interesujaca jedynie dla
szczuplej liczby specjalistéw. Wielu
osadzi, ze dzielo Lobaczewskiego bylo
przystowiowa ,burza w szklance wody”,
zupelnie niewspétmierna

Zatem mozemy dowodzié wzoru Eulera dla poligonizacyt sfery, czyl
podzialu jej na wielokaty. Oznaczmy przez S liczbe wielokatow,
przez K liczbe ich bokéw (pamietajmy: kazdy bok jest bokiem
dwdch wielokatéw) i przez W taczna liczbe ich wierzcholtkdw

(S, K, W to réwniez, odpowiednio, liczba $cian, krawedzi

1 wierzcholtkéw wielodcianu).

Dowiedziemy zatem wzoru Eulera nie tylko dla wielodciandw wypuklych, lecz takze dla
wszystkich tych, ktére do sfery ,rozdmuchad” sie dadza.

Dodajac ich pola, obliczone z uzyskanego przed chwila wzoru,
otrzymujemy

dx =27 - W — 2K - 7w+ 5 - 27w.
Z lewej strony jest pole cale] sfery. Pierwszy wyraz z prawej

to suma wszystkich katéw wszystkich wielokatow — w kazdym

z wierzcholkéw skladaja sie one na kat pelny. 2K to suma ,endéw”,
liczby bokéw kazdego z wielokatéw — jest ona dwa razy wieksza od
liczby krawedzi, co juz wezedniej zauwazyliSmy. Wreszcie S to liczba
wielokatéw; bierzemy ja 27 razy, bo we wzorze wystepowata dwdjka.

To juz koniec, bo dzielac otrzymana réwnosé przez 27 otrzymujemy
wzor Eulera, czyli

W-K+5=2.

Suplement do Baraiczaka

Nie pamictam, w jakim magazynie Stanistaw Bararniczak prowadzit
rubryke , Ksiazki najgorsze” — znam ja tylko z wydania ksiazkowego.
Wyszydzal tam figlarny styl, wiadczace o nieuctwie braki jezykowe,
pustostowie, sztucznoéé — wszelka szmire. Dzis ja chee dorzucié jedna
pozycje do tej niezbyt chlubnej listy — podrecznik Whodzimierza
Janiaka pod tytulem Wstep do , Mathematica” - programu do
obliczen matematycznych, wydany przez Wydawnictwo PLJ

w Warszawie (1994).

Lektura tej ksiazki przypomniala mi wymyslona przeze mnie postac
Profesora Idziego Tyzroba. Idzi Tyzréb zaczal swa edukacje od
studiéw na uniwersytecie w Murzasichlu, gdzie zostal przyjety po
udzieleniu poprawnej odpowiedzi na pytanie ,Kto tam?”. Gdy
okazalo sie, ze nie umie pisa¢ ani czytaé, otrzymal dyplom magistra
1 zapisano go do szkoly powszechnej. Opowiadal w wiele lat potem,
ze te kilkanascie lat, jakie spedzil w szkole na zglebianiu elementarza
i rachunkéw w zakresie do 100, nalezalo do najpiekniejszych

1 najbardziej tworczych okreséw jego zycia.

Po ukorniczeniu szkoly powszechnej Idzi, teraz juz z tytulem
docenta nadzwyczajnego, wyjechal na studia doktoranckie do
Milanéwka, gdzie kontynuowal rozpoczeta w szkole powszechnej
nauke. Z biegiem lat doszed! do wspanialych rezultatéw, z ktérych

| najwazniejszy to odkrycie operatordw leniwych, znanych tez

pod nazwa operatoréw Tyzroba. Mowimy, ze A jest operatorem
leniwym, gdy A(z) mogloby sie réwnaé y, gdyby mu sie tylko
chciato. Wprowadzenie operatoréw leniwych zrewolucjonizowalo
cala matematyke. Gdy bowiem rozwiazujemy dowolne zadanie U,
wystarczy znalei¢ odpowiadajacy mu operator leniwy Len(U).



