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Skrót regulaminu
Kazdy moze nadsylac rozwiazania zadan z numeru n w terminie do konca miesiaca 11 + 3. Szkice
rozwiazan zamieszczamy w numerze n + 4. Mozna nadsylac rozwiazania czterech, trzech, dwóch
lub jednego zadania (kazde na oddzielnej kartce), mozna to robic co miesiac lub z dowolnymi
przerwami. Rozwiazania zadan z matematyki i z fizyki nalezy przesylac w oddzielnych kopertach,
umieszczajac na kopercie dopisek: Klub 44 M lub Klub 44 F. Oceniamy zadania w skali od O

do 1 z dokladnoscia do 0,1. Ocene mnozymy przez wspólczynnik trudnosci danego zadania:
WT = 4 - 3S/N, gdzie S oznacza sume ocen za rozwiazania tego zadania, a N - liczbe osób,
które nadeslaly rozwiazanie chocby jednego zadania z danego numeru w danej konkurencji (M
lub F) - i tyle punktów otrzymuje nadsylajacy. Po zgromadzeniu 44 punktów, w dowolnym czasie
i w którejkolwiek z dwóch konkurencji CM lub F), zostaje on czlonkiem Klubu 44, a nadwyzka
punktów jest zaliczana do ponownego udzialu. Trzykrotne czlonkostwo - to tytul Weterana.
Szczególowy regulamin zostal wydrukowany w numerze 2/1996.

Zadania z fizyki nr 219, 220 Redaguje Jerzy B. BROJAN

219. Jeden koniec nierozciagliwej i niewazkiej nitki o dlugosci l jest przymocowany
do pewnego punktu na powierzchni bocznej walca o promieniu r, a drugi koniec
- do malej kulki znajdujacej sie w odleglosci 1+ r od osi walca (rys. 1). W chwili
poczatkowej kulka byla nieruchoma, a walec wprawiono w ruch obrotowy ze stala
predkoscia katowa w wokól jego osi. Gdy nitka sie nawinie, z jaka predkoscia kulka.
uderzy w walec? Na. kulke dziala. tylko sila. wywierana przez nitke (pomijamy sile
ciezkosci i opory ruchu).

220. Trzy woltomierze mierza napiecia na trzech "czarnych skrzynkach" polaczonych
szeregowo (rys. 2). Poczatkowo napiecia byly równe zeru, a gdy do ukladu przylozono
stale napiecie 60 V, pierwszy woltomierz wskazal napiecie 10 V, drugi 20 V,
a trzeci 30 V. Po pewnym czasie napiecie na pierwszej "czarnej skrzynce" wzroslo
do 30 V, na drugiej zmalalo do 10 V, a na trzeciej zmala.lo do 20 V. Po jeszcze
dluzszym czasie napiecia wynosily kolejno: 20 V, 30 V i 10 V. Zaprojektowac jak
najprostsze wnetrze "czarnych skrzynek", które da taki efekt. Mozna przyjac,
ze woltomierze nie zaklócaja mierzonego napiecia (maja bardzo duzy opór
wewnetrzny).

Rozwicp\cUliazadaii Z fizyki Z numeru 1/1996

Przypominamy tresc Zadal}:
211. Punkt P znajduje sie w odlegloscI a od pionowej scianki
IHlczynltJ, a rÓ'l,nica wysokosci Iniedzy nim a poziornenl cieczy
w naC'l,ynlu Jest rÓWllrl b (rys. 3). Jaki warunek 1l1llSZa spelniac a
i bl zeby strulllicdl ciccz.y wytrysklljaCt~j przez otworek w sciance nie
mógl OSiagll<1/ punktu P l niezalezl1lc od polozenia otworka?

212. Cewke ul11ieszczono w zewnetrznyn1 niejerlnol'odnym poiu
l1lop:net)'"cznYlTI, gdzie plynacy przez ni,!: prQd o nal.,~zenitl .r

powoduje wystapienie wypadkowej sily F. Przyjlllijmy zalo~('ni!',
ze taka sama sila dziala ne cewke w ka:idYln lniejsclI pewnego
obszaru !1. \Vyka.zac, ze jesli cewka jest. bC7,OpOI'OWCl l nie 1ll0Z('

sie obracac (a jedynie przesuwac równoleKIe), to po jt:;j zwn,rClU
i pchnieciu \V kierunku sily F bedzie sie ona w obr<;:bie n poruszaln
ruchem drgajacym. Znalezc czestotliwosc tych drgru'1,.I"·slinlasa
cewki jest równa 1'n, a indukcyjnosc L.

Rys. 3

211. Ze wzoru Bemoulliego (tzn. z zasady zachowania energii) wynika, ze predkosc strumienia

cieczy o gestosci e wyplywajacego z naczynia pod cisnieniem p jest równa v = V2p/ e. Jesli
otwór jest na wysokosci h pod poziomem wody, to p = egh, a z drugiej strony wysokosc

b spadku wynosi b - h, zatem czas spadku t = V2(b - h)/g. Odleglosc osiagnieta przez

strumien w ciagu tego czasu wynosi vt = 2Vh(b - h). WY1:azenie to osiaga maksymalna
wartosc równa b dla h = b/2. Zatem punkt P bedzie niedostepny dla strumienia cieczy

p, wtedy, gdy a > b. Inaczej mówiac, prosta a = b jest obwiednia rodziny parabol (strumieni
ol a •.• wytryskujacych przez rózne otworki).

212. Sila dzialajaca na obwód w polu magnetycznym jest opisana calka

F=lfdlxB.

Okazuje sie, ze taka sama calka f dl X B (oznaczymy ja symbolem C) wystepuje równiez
we wzorze na sile elektromotoryczna indukcji t: = da./dt. Zauwazmy bowiem, ze gdy cewka
przesuwa sie o odcinek dr, kazdy elementarny odcinek obwodu dl zakresla równoleglobok
o polu dS = dr x dl (wektor dS jest skierowany prostopadle do równolegloboku). Odpowiednia
zmiana strumienia wynosi dS· B = (dr X dl) . B = dr· (dl X B), a dla calego obwodu

otrzymujemy da. = dr· f dl X B = dr X C, czyli t: = v . C, gdzie v jest predkoscia cewki.
Dla cewki bezoporowej ta "zewnetrzna" sila elektromotoryczna równowazy sie z SEM
samoindukcji, czyli

v. C = -L dl
dt'

Ponadto spelnione jest równanie ruchu cewki
ma= F= le.

Biorac skladowa v równolegla do C i podstawiajac jedno równanie do drugiego otrzymujemy
równanie ruchu harmonicznego o czestotliwosci v = C/(27f\/~) = F/(27r1~). (Przy okazji
sprawdzilismy, ze znaki w równaniach byly prawidlowe - inaczej otrzymalibysmy nieskonczone
przyspieszenie cewki, niezgodne z zachowaniem energii.)
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L~slaw Skrzypek - Rzeszów 45,80
Miroslaw Ma.tl~ga - Skoczów 44,0·1
Adam Czornik - Bytom 41,29
Piotr Lipinski - Radom 39,33
Jan Cia.ch - Ostrowiec Sw. 36,93
Tadeusz Józefczyk- Poznali 36,66
Henryk Kornacki - Augustów 36,45

Czolówka ligi zadaniowej
Klub 44 M

po uwzglednieniu ocen rozwiazan
zadan 303 (WT=3,43) i 304 (WT=1,51)

z numeru 8/1995

,•--44

Zadania z nlatematyki nr 321, 322

Redaguje Marcin E. KUCZMA

321. Po nieskonczonej szachownicy porusza sie (m, n)-kon, czyli figura, która
w kazdym ruchu przemieszcza sie o m pól poziomo i n pól pionowo - lub odwrotnie:
n poziomo i m pionowo (tak wiec (2, 1)-kon to zwykly skoczek). Wyznaczyc wszystkie
pary liczb naturalnych m, n ~ 1, dla których (m, n )-kon, startuja.c z dowolnego pola.
sza.chownicy, moze osia.gna.c kazde inne pole.

322. Dane sa liczby naturalne m, q > 1 oraz liczba p okreslona przez równanie!+ != 1. Obliczyc czesc calkowita sumy 1-1/p + T1/p + ... + (ma - l)-l/P•
p q

Zadanie 322 zaproponowal pan Witold Bednarek z Lodzi.

Pan Skrzypek przekroczyl 44 punkty
po raz trzeci (i jest siedemnastym
Weteranem matematycznym); pan
MatIega: po raz pierwszy.

Rozwiazania zadali z matematyki z numeru 1/1996

Przypominamy tresc zadan:

313. Ciag (xn) jest okreslony wzorami: ;ro = 1r/3, Xn+l = Xn COS,L'n dla n = Ol l, ~" Wylm:zL1,c,

ze szereg L x~ jest zbiezny i ze jego suma jest liczba mniejsza od 'i/3.

314. Na plaszczyznie dane sa dwa kwadraty AIBICIDI i A2B2C2D" Jcdnakowo zorientowane om",
tak polozone, ze Al ;t. A" CI ;t. C2. Udowodnic, ze proste AlA2 i CIC2 sa rówIlolep;'" wtedy i tylko
wt.edy, gdy IBIB,I = IDID21

313. Funkcja g(x) = (l - cosx)/x2 ma w przedziale (Oj l1l")
pochodna ujemna:

g'(x) = x-4(x2 sinx - 2x(1 - cosx)) = 2x-3(sinx)( lx - tg lx);

jest wiec w tym przedziale malejaca. W takim razie

dla x E (O; t1l"),

czyli

cosx ::; l - ~1I"-2x2 dla x E (O; t1l").

Wszystkie wyrazy rozwazanego (malejacego!) ciagu (Xn) leza

w przedziale (O; t1l"). Zatem

COSXn ::; l - ~1I"-2x;; dla n = 0,1,2, ... ;

po pomnozeniu stronami przez Xn (i prostym przeksztalceniu):

x~::; ~1I"2(Xn-Xn+1) dla n=0,1,2,oo ..

Dla sum czesciowych badanego szeregu otrzymujemy stad
oszacowanie

Bn = x6 + ... + X~t = ~1I"2(xO - xn+tl < ~1I"2xO= f711"3,

wiec ostat.ecznie
00

2:=3 . <23<7xn = hm Bn _ 2'711" 3" .n-oo
n=O

314. Rozpatrzymy dwa przypadki:

(I) Proste Al C1 i A2C2 sa równolegle. Wtedy kwadrat
A2B2C2D2 jest obrazem kwadratu A1B1 C1D1

w przeksztalceniu, które jest albo przesunieciem, albo
jednokladnoscia o skali A f= l, o srodku w punkcie przeciecia
prostych A1A2 i C1C2• W pierwszym z tych podprzypadków
zachodza oba badane zwiazki (A1A211C1C2 i IB1B21 = ID1D21),

a w drugim nie zachodzi zaden z nich; teza jest spelniona.

(II) Proste Al C1 i A2 C2 nie sa równolegle. Oznaczmy punkt
ich przeciecia przez S (rysunek; uwaga: punkt S moze takze
lezec na odcinkach A1C1 i A2C2, ale dalsze rozumowanie
jest prawidlowe i w takiej sytuacji; nieufnym Czytelnikom
proponujemy wykonanie rysunku).
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Dowód implikacji (A1A21IC1C2) =? (IBIB21 = ID1D21)·

Jesli Al A211C1C2, to na mocy twierdzenia Talesa
ISC21 : ISC11 = ISA21 : ISA11; oznaczmy wspólna wartosc tych
stosunków przez A. Niech 1bedzie zlozeniem jednokladnosci
o srodku S i skali A z obrotem wokól punktu S o kat skierowany

'P = L(SA;,SA;) = L(sc;',SG;). Zachodza równosci
1(Atl = A2' 1(C1) = C2. Przeksztalcenie 1jest podobidlstwem;
w takim razie równiez 1(Bd = B2, 1(D1) = D2. Zatem

L(sE,SB;) = L(si57,SD;). Ponadto ISB11 = lSDli,

ISB21 = ISD21, skad wniosek, ze trójkaty SB1B2 i SD1D2 sa
przystajace, i wobec tego IB1B21 = ID1D21.

Dowód implikacji (IB1B21 = ID1D21) =? (A1A2I1C1C2)'

Odwracamy poprzednie wnioskowanie. Z równosci

IB1B21 = ID1D21, ISB11 = lSDli, ISB21 = ISD21

wynika, ze trójkaty SBl B2 i SD1 D2 sa przystajace.
Teraz okreslamy przeksztalcenie (podobienstwo) 1
jako zlozenie jednokladnosci o srodku S i skali
A = ISB21 : ISB11 = ISD21 : ISDll z obrotem wokól punktu S

o kat skierowany 'P = L(sE, SB;) = L (SDlo SD;). Zachodza
równosci 1(B1) = B2, 1(D1) = D2, z których wnosimy, ze takze
1(A1) = A2' 1(C1) = C2. Stad ISA21 : ISA11 = ISC21 : ISC11,

i na mocy (odwrotnego) twierdzenia Talesa: A1A211C1 C2.


