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Zatem prawdopodobienstwo tego, ze gra
trwaé bedzie nieskoriczenie dlugo, jest
rdwne granicy tego wyragenia pray

n dazgeym do nieskoriczonosci, czyli 0.
Stad prawdopodobienstwo zdarzenia
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Rozwigzanie zadania M TT2. Jesli
Pa 0Znacza prawdopodobienstwo tego,
ze gracz o kapitale n zl zbankrutuje
grajac 2 graczem o kapitale (30 - n) 21,
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gdy w poprzedniej mial (n = 1) al i
(2 prawdopodobiefistwem 1) wygral,
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O pewnej sprytnej metodzie (czeéé II)

W poprzednim kaciku olimpijskim O pewnej sprytnej metodzie (I) przedstawiliSmy kilka
zadaf. By je rozwiazaé, nalezalo ,sprytnie” dobraé pewna funkcje¢ i skorzysta¢ z dosyc
oczywistego stwierdzenia:

Niech P bedzie niepustym podzbiorem zbioru liczb rzeczywistych i funkcja f: P — R
spelnia warunek f(z) > 0 dla kazdego x € P. Jezeli liczby x1,...,z, nalezg do P, to
fle1) +...+ f(za) 2 0.

Po przesledzeniu przykladéw i zadai z poprzedniego kacika rodzi sie oczywiste pytanie:
jak znale#é taka funkcje, ktéra praktycznie rozwiazuje cale zadanie? W ponizszym
przykladzie sprébujemy ,wyprowadzi¢” wzér defininjacy odpowiednia funkcje.

1. Liczby nieujemne zi,..., T, spelniaja warunek: z1 + ... + z, = 1/2. Dowies¢, ze
l—z1 1—x 1—1z, 1

- ; -9
(*) Ttz 14 1+2s — 8

Kiedy zachodzi réwnosc?

Mozemy dodatkowo zalozyé, ze z; € [0,1/2], gdyz liczby nieujemne spelniajace
warunek 1 + ...+ z, = 1/2 naleza do przedziatu [0,1/2]. We wszystkich
nieréwnoséciach dowodzonych przez nas poprzednim razem mieli$imy do czynienia
z suma f(z1) + ...+ f(zn), a nie z iloczynem f(z1) ... f(xn). Przeksatalémy wige
lewa strong w nieréwnosdci (#) tak, aby doprowadzié¢ ja do postaci sumy n skladnikéw.
W tym celu zlogarytmujmy obie strony nieréwnosci:
1-—- T 1- In

b (350) +ootha (7552) 2 -lne.

Funkcja, ktérej szukamy, bedzie zatem miala postaé:

f(a:)—ln( )+A9:+B

Zastanéwmy si¢ teraz, kiedy zachodzi réwnoéé w nieréwnosci (*). Nietrudno zgadnaé,
ze na przyklad wtedy, gdy jedna z liczb z; jest réwna 1/2, pozostale zas sa zerami.
Zatem nasza funkcja f powinna mieé miejsca zerowe w punktach 01i 1/2. Mamy wiec
0=f(0)=In1+Boraz 0= f(})=—-In3+3A+ B,skad A=2In3, B=0. Tak
wiec

f(x)—]n( T )+(2ln3

i funkcja gotowa. Sprawdzenie, czy owa funkcja faktycznie ,rozwiazuje”
pozostawiamy Czytelnikowi.

zadanie,

W kolejnym przykladzie podamy jedynie wskazéwke, jak uproscié¢ zadanie (chodzi
o dowéd dobrze znanej nierdwnodci o srednich).

2. Udowodnié, ze dla liczb dodatnich ai,...,a, zachodzi nieréwnosé

a1 +az+...+a
1+ax+...+ L Ty T o)

n
przy czym réwnoéé ma miejsce jedynie wtedy, gdy a1 = az = ...

= S

Wskazdwka: Podstawiajac z; = ai/ {/a; ... a, dostajemy do udowodnienia nieréwnosé
21+ ...+ Tn > n przy zalozeniu zy -... -z, = 1.

Proponujemy rozwiazaé jeszcze kilka podobnych zadai.

3. Kazda z liczb rzeczywistych zi,..., s, nalezy do przedziatlu [—1,1]. Liczby te
spelniaja warunek #3 + ... 4+ z2 = 0. Dowieéé, ze 1 + ...+ oo < /3.

4. Liczby ax (k =1,2,...,n) naleza do przedziatu [0,2], przy czym ) ar > n.
k=1
Wykazaé, ze

(éa;) —ngu((Tat)-n).

= k=

5. Liczby z1,..., 2, naleza do przedzialu [a, b], przy czym a + b > 0. Dowies¢, ze

Tito2t.. e ab U (T S M . 1)
n{a + b)

n “a+bd
6. Dla ustalonej liczby naturalnej n > 2, wyznaczyé maksymalna wartosé sumy liczb
naturalnych ki, kz,..., k. spelniajacych warunek k3 + k3 + ... + k2 < Tn.
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