Moéwimy, ze funkeja f jest ograniczona,
jesli istnieje taka liczba M, ze dla
wszystkich zespolonych z mamy

|f(2)] < M.

Wielomian, ktéry nie ma pierwiastkéw

Jak wiele innych waznych twierdzen matematyki, zasadnicze twierdzenie algebry,
udowodnione przez Carla Friedricha Gaussa w ostatnim roku osiemnastego
stulecia, informuje nas, ze pewne obiekty nie istnieja. Mianowicie, nie ma
takiego, réznego od stalej, wielomianu zmiennej zespolonej, ktéry nie znikalby

w zadnym punkcie plaszczyzny zespolonej C (kto nigdy nie styszal o liczbach
zespolonych, niech zajrzy najpierw do artykulu Zbigniewa Marciniaka

o tréjwymiarowym mnozeniu).

Dzié znanych jest wiele dowoddw zasadniczego twierdzenia algebry, cheialoby
sie rzec, jeden piekniejszy od drugiego. Zaden, niestety, nie nadaje sie do
tego, by zwiezle i ze wszystkimi niezbednymi szczegdlami przedstawié

go Czytelnikom Delty. Dla ciekawych — szkic dwdch réznych dowoddéw nie
korzystajacych wecale z metod algebraicznych.

Dowdd pierwszy opiera sie na dwdch lematach, z ktérych zasadnicze
twierdzenie algebry wynika natychmiast.

Lemat 1. Jesli P : C — C jest wielomianem, to istnicje taki punkt z, € C,
w ktorym funkcja |P| ostaga swdj kres dolny.

Dla dowodu wystarczy zauwazy¢, ze dla punktéw z lezacych poza duzym kolem
domknietym K'(0, R) modul wielomianu jest duzy, zatem kresy dolne zbioréw
{IP(2)] : ze C}i{|P(2)| : z € K(0,R)} sa réwne. Funkcja |P| jest ciagla,
wiec na zwartym zbiorze K (0, R) osiaga swdj kres dolny.

Lemat 2. Niech P bedzie wielomianem niezerowego stopnia. Jesh zy € C jest
takim punktem, ze |P(zo)| < |P(z)| dla wszystkich z € C, {0 wtedy P(z) = 0.

Dowdd tego lematu jest trudniejszy i znacznie bardziej techniczny, lecz mozna go
przeprowadzi¢ dysponujac jedynie elementarna wiedza o liczbach zespolonych.

Najprosciej jest dokonaé reductio ad absurdum a robi sie to tak.

Mnozac w razie potrzeby wielomian przez stala i przesuwajac jego

wykres, mozna zalozy¢, ze zg = 0, P(zg) = ag > 0. Przypuéémy tez,

ze wielomian P nie zawiera dodatnich poteg z mniejszych od k-tej,

P(2) = amz™ +am_12""1 + ... + arz* + ap. Zatem ar = exp(i¢). Wtedy,

dla z = éexp(i(m — ¢)/k), mamy arz* = —6% < 0. Zatem |apz* 4 ag| < ag dla
malych é > (. Nietrudno teraz wykazaé, ze dopisanie pod modutem pozostalych
wyrazow wielomianu nic nie popsuje: jest ich skorficzenie wiele 1 wszystkie sa
blisko zera nieskonczenie mniej wazne niz azz*. Dokladny dobdr 8 zostawiamy
wytrwalym Czytelnikom.

Dowdéd drugi wykorzystuje tzw.
Twierdzenie Liouville’a. Zaloimy, ze f : C — C jest funkecjq ograniczona.
Jesli f jest rdazniczkowalna w kaidym punkeie, tzn. dla kazdego z € C islnieje
granica
i z) — f(=

i £ = £(0)

1=z Z— 2
to f jest toisamosciowo réwna pewnej stalej.

Dowdéd tego faktu mozna znalezé w dowolnym podreczniku teorii funkeji
zmienne] zespolonej. Warto zauwazyé, ze gdy liczby zespolone zastapié
rzeczywistymi, to twierdzenie Liouville’a bedzie falszywe (przyklad:

f(z) = 1/(* +1)).

Przypuéémy teraz, ze P jest takim wielomianem zmiennej zespolonej,

ze P(z) # 0 dla wszystkich z. Nietrudno wtedy zauwazyé, ze funkeja dana
wzorem f(z) = 1/P(z) spelnia wszystkie zalozenia twierdzenia Liouville’a
(ograniczonoéé¢ funkeji 1/P wynika, podobnie jak Lemat 1 w pierwszym
dowodzie, z obserwacji, ze modul wielomianu nie moze byé maly na zewnatrz
pewnego duzego kola). Zatem, 1/P = const, a wiec takée P = const, co konczy

dowdd zasadniczego twierdzenia algebry. P | STRAELECKT
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