
o kilku zbiorach, których me ma

Cóz prostszego, jak stworzyc zbiór z dowolnych

prawdziwych lub wymyslonych obiektów! Czyz zbiór

nie jest po prostu pewna konstrukcja myslowa?

Wystarczy zatem pomyslec o owych obiektach jako

o elementach jednego zbioru - i juz.

.lak pieknie. Niestety, mniej wiecej 90 lat temu

Bertrand Russell wpadl na pomysl, by rozwazyc zbiór

(nazwijmy go Z), do którego ma nalezec kazdy taki

zbiór, który nie jest sam swoim wlasnym elementem,

i tylko takie zbiory. Inaczej mówiac,

Z = {X: X 5t X}.

I oto okazalo sie, ze cos jest nie tak jak trzeba.

Mianowicie, czy Z E Z? Jesli tak, to Z nie moze

nalezec do Z, bo nie spelnia wymaganego warunku.

Jesli nie, to musi nalezec do Z, bo spelnia wymagany

warunek. Ta sprzecznosc kaze wnioskowac, ze taki

zbiór Z nie moze istniec.

Mamy tu pierwszy przyklad zbioru, który nie

jest zbiorem, bo go nie ma. Przyklad okazal sie

zreszta bardzo przydatny, bo matematycy zajeli sie

budowa takich podstaw teorii mnogosci, by podobne

sprzecznosci nie mogly wystapic.

Swego czasu GeOl'g Cantor udowodnil, ze kazdy

zbiór ma mniej elementów niz podzbiorów. Mówiac

nieco dokladniej, jesli w jakikolwiek sposób

przyporzadkujemy kazdemu elementowi (dowolnego)

zbioru A pewien podzbiór zbioru A, to na pewno

zostanie jeszcze sporo podzbiorów "bez przydzialu".

(Mówiac jeszcze dokladniej, moc zbioru A jest ostro

mniejsza od mocy zbioru P(A) wszystkich podzbiorów

zbioru A.) Z tego twierdzenia Cantora (spytajcie

dowolnego studenta matematyki po I semestrze

studiów, czy slyszal o twierdzeniu Cantora!) wynika

kilka ciekawych wniosków pozytywnych, ale takze

wiele negatywnych, czyli takich, które mówia o tym,

ze cos nie istnieje.

Po pierwsze, nie istnieje "zbiór wszystkich zbiorów" ,

czyli taki zbiór, do którego nalezy kazdy zbiór.

Istotnie, przypuscmy, ze U jest takim zbiorem.

Wtedy kazdy jego podzbiór - bedac zbiorem - jest

jednoczesnie jego elementem, a zatem U ma nie

wiecej podzbiorów niz elementów - sprzecznosc
z twierdzeniem Cantora.

Widac mielismy za duze wymagania. Moze

uda sie utworzyc zbiór wszystkich zbiorów

jednoelementowych?

Takich jest przeciez duzo mniej niz wszystkich
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zbiorów ... Niestety. Gdyby taki zbiór, powiedzmy J,

istnial, to dla dowolnego zbioru A elementem

zbioru J bylby jednoelementowy zbiór {A}. Ale

wtedy wzielibysmy sume zbiorów nalezacych do J

(czyli zbiór zlozony ze wszystkich takich elementów,

które naleza do chocby jednego elementu zbioru J)

- a zgodnie z aksjomatami teorii mnogosci, suma

zbiorów nalezacych do jednego zbioru jest znowu

zbiorem - i okazaloby sie, ze elementem owej sumy

jest kazdy zbiór. Rzeczywiscie, zbiór A jest elementem

zbioru {A} nalezacego do J. A przeciez juz wiemy,

ze taki zbiór nie istnieje! Zatem nie istnieje takze zbiór

wszystkich zbiorów jednoelementowych.

A czy istnieje zbiór ze 149 podzbiorami? Znów pudlo.

Nie istnieje tez zbiór, który mialby dokladnie 196

albo 245 280 podzbiorów. Uzasadnienie tej tezy nie

wymaga sprawdzenia kazdego zbioru i. policzenia. jego

podzbiorów. Po prost u licz ba podzbiorów Sk0l1czonego

zbioru n-elementowego (oczywiscie, zaden zbiór

nieskonczony nie ma dokladnie 149 podzbiorów') jest

równa. 2n. Co wiecej, ten fakt powinien byc znany

wielu uczniom szkoly sredniej, a. w kazdym ra.zie tym,

którzy widzieli kiedys nastepujaca równosc:

(n) (n) ( n) (n) = 2"O + l + ... + l +n- n

traktowana jako wlasnosc. kombinatoryczna. A przeciez

(~) to nic innego jak liczba k-elementowych

podzbiorów zbioru n-elementowego! Zatem

2n jest liczba wszystkich (a wiec i O-elementowego

i l-elementowych, ... i n-elementowego) podzbiorów

zbioru n-elementowego.

Dobrze, jesli nie 149 i nie 196, i nie 245 280, to moze

da sie znalezc zbiór, który mialby tyle podzbiorów,

ile jest liczb naturalnych (czyli przeliczalnie wiele)?

Nie watpie, ze nie spodziewasz sie juz, drogi

Czytelniku, odpowiedzi pozytywnych w tym artykule.

I rzeczywiscie. Zaden zbiór skonczony nie ma tylu

podzbiorów, bo ma ich tylko skonczenie wiele. Jesli

natomiast A jest zbiorem nieskonczonym, to ma

co najmniej tyle elementów, ile jest liczb naturalnych,

bo po wyjeciu n elementów z A - dla dowolnej

liczby naturalnej n - mozemy jeszcze znalezc w nim

kolejny, (n + l)-szy element. Jesli tak, to z twierdzenia

Cantora wynika, ze A musi miec wiecej podzbiorów

niz jest liczb naturalnych!

Po tym wszystkim mozna zapytac. czy w ogóle istnieja

jakies zbiory. Tak. Na pewno istnieje zbiór pusty.

Wiktor BARTOL


