Klub 44

Termin nadsylania rozwigzai:
31 VII 1996

Czoldwka ligi zadaniowe]
Klub 44 F
po uwzglednieniu ocen rozwiazan
zadan 203 (WT=3,03) 1 204 (WT=1,90)
z numeru 91995

Aleksander Surma = Mysakaw 30,79
Przemyslaw Gworys - Czegstochowa 25,49
Przemyslaw Gadzinski - Sroda S1. 24,43
Jarostaw Lazuka = Warszawa 21,66
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Liga zadaniowa Wydzialu Matematyki, Informatyki i Mechaniki,
Wydziatu Fizyki Uniwersytetu Warszawskiego i Redakcji Delty

Skrét regulaminu

Kazdy moze nadsyla¢ rozwiazania zadan z numeru n w terminie do konca miesiaca n 4 3, Szkice
rozwiazah zamieszczamy w numerze n + 4. Mozna nadsylaé¢ rozwiazania caterech, trzech, dwdch
lub jednego zadania (kazde na oddzielne) kartce), mozna to robi¢ co miesiac lub 2z dowolnymi
przerwami. Rozwiazania zadan z matematyki 1 z fizyki nalezy przesyla¢ w oddzielnych kopertach,
umieszczajac na kopercie dopisek: Klub 44 M lub Klub 44 F. Oceniamy zadania w skali od 0
do 1 z dokladnoécia do 0,1. Oceng mnozymy przez wspélezynnik trudnosci danego zadania:

WT = 4 — 35/N, gdzie S oznacza sume ocen za rozwigzania tego zadania, a N — liczbg osdb,
ktére nadeslaly rozwiazanie choéby jednego zadania z danego numern w danej konkurencji (M
lub F} — i tyle punktéw otrzymuje nadsylajacy. Po zgromadzeniu 44 punktéw, w dowolnym czasie
i w ktérejkolwiek z dwéch konkurencji (M lub F), zostaje on czlonkiem Klubu 44, a nadwyzka
punktéw jest zaliczana do ponownego udzialu. Trzykrotne czlonkostwo — to tytul Weterana.
Szczegdlowy regulamin zostal wydrukowany w numerze 2/1996,

Zadania z fizyki nr 217, 218 Redaguje Jerzy B. BROJAN

217. Bardzo dluga jednorodna pozioma belka opiera sie na wielu réwno odleglych
podporach. Jesli pada énieg obciazajac belke réwnomiernie, to pierwsze ztamanie
belki nastapi w jednym z punktéw podparcia czy w jednym z punktéw érodkowych
miedzy podporami? Zakladamy, ze: a) odchylenie belki y(z) w punkcie & od prostej
poziomej jest niewielkie, b) belka podlega prawu Hooke’a, tzn. w kazdym punkcie jej
krzywizna (zgodnie z punktem a) réwna drugiej pochodnej y"(x)) jest proporcjonalna
do momentu sily zginajacej.

218. Gloénik zamknieto pod kloszem pompy prézniowej. Ile powinno wynosi¢ ciénienie
pod kloszem, aby déwick dobiegajacy na zewnatrz byl o 20 dB stabszy niz przy
ciénienin normalnym? Temperatura powietrza jest ustalona.

Rozwiazania zadan z fizyki z numeru 12/1995
Przypominamy tresé zadan:

209, Klocek o masie m uderzy! w klocek o masie M zaopatrzony w sprezynowy zderzak o stalej
sprezystodci k (rys. 1), Wspdlezynnik tarcia [ o padloge jest jednakowy dla obu klockdw 1 ma taka
samg wartosé dla tarcia statycznego, co dla kinetyeznego. Po éciénigeiu sprezyna rozprostowala sig,

a klocki rozlaczyly, pray czym drugi klocek pozostawal caly czas w spoczynku. Jaki warunek muszg

speiniaé masy m i M, aby takie zdarzenie moglo za] Zakladamy, #e dlugodé swobodna spresyny

jest wystarczajaco duza, aby nie ulegla ,4cidnieciu do zera", tzn. oddzialywanie migdzy klockam jest

opisywane przez prawo Hooke'a

210. Pojemnik zawiera element grzejny o mocy P = 200 W i termometr mierzgey temperaturs
zewnetrane] powierzgchni pojemnika.

Pojemnik umieszczono w pokoju o temperaturze Ty = 20°C | wlgczono graejnik, w wynilu cz
) ! 2! B b

dlugszym czasie termometr wskazal temperature T), = 140°C, Wtedy wrzucona do pojemnil
00 g i temperaturze Ty i szybko zamknigto pojemnik. Ile wynosi cieplo wlasciwe tego
metalu, jesli przebieg wskazan termometru jest dany przez rysunek 27

o masie m =

209. W chwili zatrzymania pierwszego klocka sprezyna ulega scignicciu o wielkosé @, ktdra
musi spelnia¢ dwa warunki:

a) ke < fMg (drugi klocek nie rusza z miejsca),

b) %—,krz > fmgez, czyli kx > 2fmg (energia sprezyny jest wicksza od pracy sily tarcia na
drodze powrotnej).

Stad szukany warunek ma postaé M > 2m.

210. Przyjmijmy, ze tempo odplywu ciepla do otoczenia jest proporcjonalne do réznicy
temperatur. W stanie réwnowagi, gdy temperatura pojemnika jest réwna 7}, bilans energii ma
postad

P Ti=To).
7 tego réwnania otrzymujemy wartoéé stalej proporcjonalnoéci o = 1,67 W/?C. Po wrzuceniu
metalu nalezy uwzglednié w bilansie cieplo oddane metalowi d@Q,, i cieplo pobrane od samego

pojemnika d@Qp (w pdZniejszej fazie, gdy pojemnik z powrotem sie ogrzewa, to cieplo jest
ujemne)

Pdt+dQp = o(T - Tp) dt + dQy .

Podstawmy tu P = a(T) — Tp) i scalkujmy. Calkowite cieplo Q4 jest réwne zern, gdyz
pojemnik wraca do poczatkowej temperatury. Stad

cmf(Tk - T}dt =@

Nalezy zatem obliczy¢ pole zawarte miedzy podanym wykresem a prosta T' = T.. Wynosi ono
w przyblizeniu 2230°C-s, wiec Q. & 3720 J, a cieplo wladciwe ¢ & 310 J/(kg-°C).
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® Zadania z matematyki nr 319, 320
Redaguje Marcin E. KUCZMA

319. Rozwiazaé¢ (w liczbach rzeczywistych) uklad réwnaii:

(1+2%)y = =
124 +2z = 3y+2
32 =5 = 1-—u.

320. Dla danych liczb dodatnich R i r, spelniajacych warunek R > 2r, obliczyé kres
dolny oraz kres gérny pdl tréjkatéw wpisanych w kolo o promienin R i (jednoczesnie)

opisanych na kole o promieniu r.

Zadanie 320 zaproponowal pan Lestaw Skrzypek z Rzeszowa.

Rozwigzania zadan z matematyki z numeru 12/1995

Przypominamy treié zadan:

311. Znalez¢ wszystkie funkcje niemalejace f, okreslone na zbiorze liczb calkowitych nieujemnych,
o wartosciach w tym samym zbiorze, spelniajace warunek:
P 2 24 rind ! s .
(1) 2f(e” 4+ y°) = f(z)" + f(y) dla #,y=101,2,.
312. Wyznaczyé wszystkie liczby naturalne n > 3, dla ktérych istnieje n-kat faremny

o wierzchotkach w punktach kratowych przestrzeni tréjwymiarowe)

311. Przyjmujac w réwnaniu (1) # = y = 1 dostajemy réwnosé
(2) 1(2) = 1(1)2.
Przyjmujac zas © = y = 0 widzimy, ze f(0) =0 lub f(0) = 1.
Jezeli f(0) = 1, to podstawiajac w (1) y = 0 otrzymujemy
(3) 2f(e?) = f(2)?4+1 dla z=0,1,2,....
Stad f(1) =1, wigec f(2) =1 (wzdr (2)), i ogdlnie:

f2*"y=1 dla n=0,1,2,...

{dowdd indukeyjny z wykorzystaniem wzoru (3));
2 monotonicznosci funkeji f wynika wiec, ze (w tym przypadku}

{(4) flz)=1 dla z=0,1,2,... .

Zajmiemy si¢ teraz przypadkiem, gdy f(0) = 0. Wowczas
z réwnania (1) mamy

(5) 2f(z%) = f(z)? dla £=0,1,2,....

Zatem f(1)=0 lub f(1) = 2.

Jedli f(1) = 0, to f(2) = 0 (réwnosé (2)). Stad
f(22"y=0 dla n=0,1,2,...

(indukcja z wykorzystaniem wzoru (5)) i wobec

monotonicznosci:

(6) fz)=0 da z2=0,1,2,... .

Jesli natomiast f(1) = 2, to f(2) = 4 (réwnosé (2)). Stad
(7 f(22")=2""*1 dla n=0,1,2,...

{znéw indukcja z wykorzystaniem wzoru (5)). Ze wzoru (5)
wida¢ ponadto, ze wszystkie wartoéci funkcji f sa liczbami
parzystymi. Kladac w (5) z = t + 1 dostajemy nieréwnosé

F+1)2 =25 4 2t41) > 2f(2+ 1) = f(2)2 + 4> f(£)?,

skad (wobec parzystosci poréwnywanych liczb):
F(t+1) > f(t) + 2, i ogdlnie (indukcja):

(8) Flt+k)> f(t)+2k dla t,k=0,1,2,....
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Wezmy dowolna liczbe naturalna x > 1; dobierzmy tak
wykladnik m, by 22" Lzr< 22m+1. Tak wiec

(9) $=22m+u:22m+1 -,

gdzie v > 0, v > 0 oraz

(10) e i 8™
Podstawiajac w (8) t = 22™ k= « mamy, zgodnie ze

wzorem (7),

(11) flz) > 227 4 2u;

a podstawiajac t = x, k = v dostajemy

(12) 2™ 41 5 £(0) 420,

Ale ze zwiazku (10) wynika, ze suma lewych stron nieréwnosci
(11) i (12) jest réwna sumie ich prawych stron. Nierdwnosci te

sa wiec faktycznie réwnosciami; a kazda z nich oznacza (w mysl

(9)), ze f(z) = 2z. Zatem, wobec dowolnosci wyboru =,
(13) flz)=2¢ dla z=0,1,2,....

Trzy znalezione funkcje, dane wzorami (4), (6) i (13), stanowia

ogdlne rozwiazanie rozwazanego réwnania (1).

312, Ustalmy liczbe naturalna n > 3 i przypusémy, ze n-kat
foremny, o jakim mowa, istnieje. Sposrod wszystkich takich
n-katéw wybieramy n-kat o najkrétszym boku (jest to mozliwe,
bo dlugosci bokéw sa pierwiastkami z liczb naturalnych). Niech
A1 As...An bedzie wybranym n-katem. Kazdy z trojkatow
Ai_1A; A1 uzupelniamy do réwnolegloboku 4, 1 A; 4, B;
(wskazniki ¢ & 1 nalezy odeczytywaé modulo n). Punkty

Bi, Ba, ..., By, sa punktami kratowymi. Gdy n ¢ {3, 4, 6},

sa one takze wierzcholkami niezdegenerowanego n-kata
foremnego, mniejszego od A3 43...An — wbrew wyborowi tego
ostatniego. Zatem n musi byé jedna z liczb 3, 4, 6; a dla kaidej
z tych trzech wartodci n bez trudu znajdujemy zadany n-kat.



