
Dlaczego w przestrzeni trójwymiarowej nie ma przyzwoitego mnozenia?

Wszyscy uczylismy sie w szkole dodawac i mnozyc liczby

rzeczywiste. Latwo wymienic podstawowe wlasnosci tych
dzialall:

(a) dodawanie jest laczne, przemienne i ma element

neutralny; dla kazdego elementu a istnieje element

przecIwny -a;
(b) mnozenie jest laczne, przemienne i ma element

neutralny 1; dla kazdego elementu a =f. O istnieje

element odwrotny a-I;

(c) mnozenie jest rozdzielne wzgledem dodawania.

Oprócz zbioru liczb rzeczywistych R w szkole poznalismy

tez zbiory liczb naturalnych N, calkowitych Z

i wymiernych Q. Chociaz w kazdym z nich mozemy liczby

dodawac i mnozyc, tylko Q, obok R, spelnia wszystkie

wymagania (a)-( c). Matematyk powie krótko, ze zbiory
R i Q sa cialami, a zbiory N i Z cialami nie sa.

Czy potrafisz podac przyklad ciala zawartego pomiedzy Q i R?

Przykladem ciala wiekszego od R jest zbiór liczb

zespolonych C. Przypomnijmy, ze liczbami zespolonymi

nazywamy wyrazenia postaci a + bi, gdzie a, b E R.
Liczby te dodajemy i mnozymy podobnie jak wielomiany

z wykorzystaniem dodatkowej relacji: i2 = -l.
Nietrudno sprawdzic, ze tak okreslone dzialania maja

wlasnosci (a)-(c), tj. C jest cialem.

Na przyklad: (2 + 3i) + (4 + 2i) = 6 + 5i;

(2 + 3i) . (4 + 2i) = 8 + 16i + 6i' = 2 + 16i.

Poniewaz kazda liczba zespolona a + bi jest

w istocie para liczb rzeczywistych (a, b), zbiór C

mozemy uznac za plaszczyzne R2, wyposazona

w dzialania dodawania i mnozenia jej punktów.

Przy powyzszej interpretacji dzialania te wyrazaja

sie wzorami (a, b) + (c, d) = (a + c, b + d) oraz

(a, b) . (c, d) = (ac - bd, ad + be).

Zauwa,zmy, ze powyzsze dodawanie mozna latwo

uogólnic na przestrzen trójwymiarowa R3: nalezy trójki

liczb dodawac jak wektory, tj. " po wspólrzednych"

(al, a2, a3) + (bl, b2, b3) = (al + bl, a2 + b2, a3 + b3).

Powstaje ciekftwe pytanie: czy przestrzen

trójwymiarowa R3 mozna wyposazyc dodatkowo

w dzialanie mnozenia, które by wraz z takim dodawaniem

spelnialo warunki (a)-(c)? Chcielibysmy przy tym,

by to mnozenie bylo tez zgodne z istniejacym w R3

mnozeniem przez skalary, tj. aby zachodzily równosci

(tv) . w = v· (iw) dla dowolnych v, w E R3 oraz i E R.
O takim mnozeniu mówimy, ze jest dwuliniowe.

Mnozenie "po wspólrzednych" jest niedobre: wtedy

iloczyn dwóch elementów róznych od zera moze byc zerem,

np. (1, O, O) , (O, 1, O) = (O, O, O). To w zadnym ciele sie nie zdarza

- dlaczego?

Udowodnimy

Twierdzenie. W przestrzeni R3 nie istnieje mnozenie,

które by wraz z dodawaniem "po wspólrzednych" spelnialo

warunki (a)-( c).

Dowód poprowadzimy nie wprost.. Przypuscmy,

ze przestrzen R3 ma takie mnozenie. O elementach

R3 bedzie nam wygodnie myslec, jak o wektorach

zaczepionych w punkcie () = (O, O, O).
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Z warunku (b) wynika, ze jeden z wektorów jest jedynk;~

mnozenia - oznaczymy go przez 1. Niech LI bedzie prosta

naciagnieta na tym wektorze, tj. LI = {i . 1: i ER}. Dla

dowolnego wektora v E R3 \ LI oznaczmy przez P(v)

plaszczyzne naciagnieta na parze wektorów 1, v. Najpierw

zauwazmy, ze zachodzi

Lemat 1. Niech v E R3 \ LI. Jesli jego kwadrat v2 nalezy

do plaszczyzny P(v), to P(v) jest podzbiorem zamknietym

wzgledem dodawania, odejmowania, mnozenia i bra.nia
odwrotnosci.

W takiej sytuacji mówimy, ze podzbiór P(v) ciala RJ jest jego

podcialem.

Dowód: Oczywiscie, plaszczyzna zawierajaca punkt O jest

zamknieta wzgledem dodawania i odejmowania wektorów.

Kazdy element P(v) jest postaci s· 1 + i . v dla pewnycli
s, i E R. Kiedy pomnozymy dwa takie wyrazenia

i otworzymy nawiasy, otrzymamy kombinacje wektorów

1, v, v2. Poniewaz kazdy z nich lezy w pry), wiec iloczyn
naszych wyrazen tez tam sie znajdzie.

Pozostalo wykazac, ze jesli w E P(v) oraz w =f. O,

to W-I E P(v). Jesli w = i· 1, to W-I = CI. l E pry).
W przeciwnym przypadku w E P(v) \ LI, a zatem

P(w) = P(v). Poniewaz wiemy juz, ze P(v) jest

zamkniete wzgledem mnozenia, to w2 E pry) = P(w),

tj. w2 = s· l + i . w dla pewnych s, i E.R.

Jesli jest s = O, to w2 = i· w, a zatem w· (w - t· l) = O.

To jest jednak niemozliwe, poniewaz oba, czynniki

sa rózne od zera. Mamy wiec s =f. (), a stad

w· (_S-IW - is-I ·1) = 1.
Zatem W-l = _S-IW - is-1 . 1 E P(v). _

A teraz zauwazymy, ze sytuacja. z poprzedniego lematu.

nigdy nie zachodzi.

Lemat 2. Jesli v E R3 \ LI, to v2 It P(v).

Dowód: Przypuscmy, ze v2 E P(v) i wezmy dowolny

wektor w E R3 \ P(v). Wtedy wektory 1, v, w rozpinaja

cala przestrzen R3. W szczególnosci, wektor wv moze byc

zapisany jako ich kombinacja: wv = T . 1 + s . v + i· w.

Ale wtedy w· (v - i· 1) = T • 1 + s . v, czyli

w = (1'.1 + s· v) . (v - t· 1)-1. Z Lematu 1 wiemy,
ze wyrazenie po prawej stronie nalezy do pry). Zatem

w E P(v), wbrew zalozeniu. _

DokOllczenie dowodu twierdzenia: Wezmy dowolny

wektor v E R3 \ LI. Z Lematu 2 wnosimy, ze wektory

1, v, v2 rozpinaja przestrzen R3. Zatem wektor v3 jest ich

kombinacja: v3 = T . 1 + s . v + t . v2 .

Rozwazmy funkcje f: R ----+ R, f( x) = x3 - T - sx - iJ:2.

Poniewaz f(J:) < O dla wielkich liczb ujemnych oraz

f( J:) > O dla wielkich liczb dodatnich, wiec istnieje taka

liczba>. E R, ze f(>') = O. Wobec tego mamy tozsamosc

f(x) = (x - >.)(0' + (3x + x2). Podstawiajac wektor v

w miejsce zmiennej x otrzymujemy

()= f(v) = (v - >'·1)(0'.1 +,Bv + v2).

Z zalozenia oraz z Lematu 2 wynika, ze obydwa czynniki sa

rózne od zera. Otrzymana sprzecznosc konczy dowód.

Uwaga dla koneserów: w dowodzie nie uzylislny przelniennosci

mnozenia. A zatem przestrzen R 3 nie nla nawet struktury

nieprzemiennej algebry dzieleniem. Zb' , "1 A RelA' Tl l]"
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