
Wielowymiarowe uogólnienie twierdzenia Bezouta
Tomasz OSMAN

(Niniejszy artykul jest skrócona wersja pracy Autora nagrodzonej zlotym medalem

w Konkursie Uczniowskich Prac z Matematyki. Skrót zostal dokonany przez redakcje.)

Wedlug przyjetej w artykule definicji

wielomianu nierozkladalnego, kazda stala

jest takim wielomianem. Nie wplywa

to zle na wyniki Autora, ale warto

odnotowac, ze w ten sposób traci sie

jednoznacznosc rozkladu wielomianu na

wielomiany nierozkladalne.

Rozwiazanie zadania M 767.
Gdy a = l, nie ma czego dowodzic. Niech

wiec a > 1.

Podzielmy duze pudlo na A . B . C

szescianików o krawedzi 1. Kazdemu

z szescianików przypiszmy trzy

wspólrzedne (i, j, k), gdzie l ::; i ::;A,

l ::; j ::;B, l ::; k ::; C. W szescianik

o wspólrzednych (i, j, k) wpisujemy liczbe

E :+i+k J gdzie E a. = cos 2a'Tr + i sin 2a'Tr •

Z poprzedniego zadania wynika, ze suma

liczb w kazdym prostopadloscianie

o wymiarach a x b x c jest równa zeru,
bowiem

('i ) (j( ) (k' )I>: L'~ L':'
t=1-p J=Jp k=kp

a jedna z sum po prawej stronie ma
wartosc a.

Zatem, suma wszystkich liczb w calym

pudle takze znika. Skoro jednak

A B C

i=l j=l k=l

to musi byc np. (bez zmniejszenia

ogólnosci) ,\,A 'a; = o. Stad, ponownieL........1-=1

na mocy poprzedniego zadania, a jest
dzielnikiem A.

Zdarza sie, ze rozmaite zaleznosci (o charakterze geometrycznym) miedzy

wektorami lub innymi obiektami matematycznymi daja sie zapisac w postaci

W(XI, ... , Xn) = O, gdzie W jest wielomianem n zmiennych rzeczywistych.

Na przyklad, aby dwie proste byly prostopadle, ich wspólczynniki kierunkowe

musza spelniac zaleznosc ala2 + 1 = O. Czesto mamy do czynienia z sytuacja,

ze w postaci algebraicznej zapisane sa dwa rózne warunki:

WI(XI, ... , xn) = O oraz W2(XI, ... , xn) = O,

i wiadomo skadinad, ze jeden z tych warunków implikuje drugi (tzn. jesli

WI(XI, ... , xn) = O, to i W2(XI, ... , xn) = O). Okazuje sie, ze wtedy,
przy pewnych dodatkowych zalozeniach, zachodzi prosty zwiazek miedzy
wielomianami WI i W2.

Przez R[Xl,"" xn] (odp. R[Xl,"" Xn-l]) oznaczymy pierscien

wielomianów n zmiennych Xl, ... , Xn (odp. (n - 1) zmiennych Xl,"" Xn-d

o wspólczynnikach rzeczywistych. W dalszym ciagu bedziemy wykorzystywac

fakt, ze wielomiany z kazdego z tych pierscieni mozna jednoznacznie rozlozyc

na czynniki "pierwsze", tzn. przedstawic w postaci iloczynu wielomianów

nierozkladalnych. Wielomian nierozkladalny to taki, który nie jest iloczynem

dwóch innych nizszego stopnia. Na przyklad, dla n = 1 nierozkladalny

w pierscieniu R[x] jest wielomian x2 + 1, wielomian za.~ x4 + 1 jest iloczynem

dwóch wielomianów nierozkladalnych:

x4 + 1 = (x2 - xV2 + 1) . (x2 + xV2 + 1).

Twierdzenie. Zalózmy, ze wielomian WI E R[Xl, ... ,xn] jest nierozkladalny

i przyjmuje zarówno wartosci dodatnie, jak i ujemne. Jesli wielomian

W2 E R[Xl, ... , xn] ma te wlasnosc, ze dla wszystkich (x l, ... , Xn)

WI(XI, ... ,Xn) =0 =::::} W2(XI, ... ,Xn) = O,

to istnieje taki wielomian G E R[Xl, ... , Xn], ze W2 = G . WI•

Dla wielomianów jednej zmiennej powyzsze twierdzenie wynika latwo
z twierdzenia Bezouta.

W dowodzie twierdzenia potrzebny bedzie nastepujacy

Lemat 1. Jesli wielomiany WI, W2 E R[Xl,"" xn] sa wzglednie pierwsze

(tzn. nie maja wspólnego dzielnika pierwszego róznego od stalej), to istnieja

takie wielomiany TI, T2 E R[Xl, ... , xn] oraz S E R[Xl, ... , Xn-l], ze dla

wszystkich (Xl,"" xn) zachodzi równosc

TI(XI, ... , Xn)WI (Xl, ... , Xn) + T2(XI, ... , xn)W2(XI, ... , Xn) =

=S(XI, ... ,Xn-I).

Przy tym, S t O.

Uwaga: Kto wnikliwie przesledzi szkic dowodu ponizej, spostrzeze, iz mozna

nieco oslabic zalozenia tego lematu. Mianowicie, prawdziwy jest nastepujacy

Wniosek 1. Teza Lematu 1 zachodzi, jesli najwiekszy wspólny dzielnik

wielomianów WI i W2 nie zalezy od zmiennej Xn.

Szkic dowodu. Rozpatrujemy pierscien R(Xl, ... , Xn-l)[Xn] wielomianów
zmiennej Xn o wspólczynnikach bedacych funkcjami wymiernymi

zmiennych Xl, ... , xn-l. Czytelnik zechce sam udowodnic, ze dowolny

wielomian Q E R[Xl,"" Xn] jest nierozkladalny w pierscieniu R[Xl" .. , xn]

wtedy i tylko wtedy, gdy jest nierozkladalny w pierscieniu R(Xl, ... , Xn-l)[Xn].

(Dowodzi sie tego niemal tak samo jak znanego faktu, ze wielomian jednej

zmiennej o wspólczynnikach calkowitych nierozkladalny w pierscieniu Z[x] jest

nierozkladalny takze w Q[x].)

Z tej wlasnosci wynika, ze wielomiany Wl i W2 sa wzglednie pierwsze

w R(Xl"'" Xn-l)[Xn], Zalózmy bez ograniczenia ogólnosci, ze stopien
(ze wzgledu na zmienna xn) wielomianu W1 jest nie mniejszy niz stopien W2
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Mala kula V jest zawarta w zbiorze B,

na którym wielomian W1 przyjmuje

wartosci ujemne, natomiast duza

kula Uk-1 - w zbiorze RR\B = A U Z.

Zatem (poniewaz wielomian W1

jest ciagly na kazdej prostej WRR)

przesuwajac kazdy punkt "kola

wielkiego" K o wektory t . w, t E [0,1],

trafimy dla pewnej wartosci t w punkt

nalezacy do zbioru Z, na którym

wielomian W1 sie zeruje.

i zastosujmy algorytm Euklidesa poszukiwania najwiekszego wspólnego

dzielnika. Otrzymamy ciag równosci

Wl = Ql W2 + W3, W2 = Q2W3 + W4, ... Wk-2 = Qk-2Wk-l + Wk,

gdzie wszystkie wielomiany Wj oraz Qj naleza do pierscienia

R(Xl"'" Xn-l)[Xn] oraz

st Wl ~ st W2 > st W3 > ... > st Wk = O .

Przy tym musi byc W/,; ;f:. O, bo w przeciwnym razie wielomian nie zerowego

stopnia Wk-l bylby wspólnym dzielnikiem wzglednie pierwszych wielomianów

Wl i W2. Zatem Wk == C, c =P O.

Stad juz do tezy Lematu niedaleko: z równan Wj = Qj Wj+1 + Wi+2

(spelnionych dla j = 1, ... , k - 2) dostaniemy zaleznosc

Pl Wl + P2W2 = c,

gdzie Pi E R(Xl'" .,Xn-l)[Xn]. By otrzymac teze Lematu, wystarczy teraz

pomnozyc obie strony tej równosci przez naj mniejsza wspólna wielokrotnosc

wielomianów znajdujacych sie w mianownikach wspólczynników wielomianów

Pl i P2·

Przejdzmy teraz do dowodu twierdzenia.

Zalózmy, ze teza jest falszywa. Z zalozenia o nierozkladalnosci Wl wynika

wówczas, ze wielomiany Wl i W2 sa wzglednie pierwsze. Z Wniosku 1 wynika,

ze dla dowolnego k E {1, 2, ... , n} istnieje (nie znikajacy tozsamosciowo) taki

wielomian S/,; zalezny od (n - 1) zmiennych, ze

Tl (Xl, ... , xn)Wl(Xl, ... , Xn) + T2(Xl, ... , xn)W2(Xl, ... , Xn) =

= S/,; (Xl, ... , Xk-l, Xk+l,···, xn).

Aby otrzymac sprzecznosc, wykazemy, ze wielomian Wl ma dostatecznie duzo

miejsc zerowych. Dokladniej, zachodzi nastepujacy

Lemat 2. Dla pewnego k E {1, 2, ... , n} istnieje kula (n - 1)-wymiarowa K

o srodku (al, , a/';_l, ak+1, , an) ipromieniu € o tej wlasnosci, ze dla

dowolnego (Xl, , Xk-l, X/,;+1 , , xn) E J{ istnieje taka liczba rzeczywista x k,

ze Wl(Xl, ... ,xn) = O.

Z tego Lematu twierdzenie wynika natychmiast: poniewaz z zalozenia W2 zeruje

sie wszedzie tam, gdzie zeruje sie Wl, to równosc (2) implikuje, ze wielomian Sk

znika na calej kuli J{, a wiec S/,; == O, sprzecznosc.

Szkic dowodu Lematu 2. Niech A (odp. B) oznacza zbiór tych punktów

X E Rn, dla których Wl(x) > O (odp. Wl(x) < O). Ponadto, oznaczmy przez Z
zbiór wszystkich miejsc zerowych wielomianu Wl. Oczywiscie, zbiory A i B sa
otwarte oraz A U B U Z = Rn.

Wybierzmy punkty a = (al,"" an) E A oraz b = (bl, ... bn) E B. Z otwartosci

zbioru A wynika, ze istnieje takie r > O, iz kula otwarta Uo o srodku a

i promieniu r jest zawarta w A. Rozwazmy kule otwarte Ul, ... , Un o tym

samym promieniu r i o srodkach odpowiednio w punktach

(bl,a2,a3,a4, ,an), (bl,b2,a3,a4, ... ,an), (bl,b2,b3,a4, ... ,an), ...

(bl, b2, b3, b4, , bn). Niech k bedzie najmniejsza liczba o tej wlasnosci,

ze kula U/,; przecina zbiór B. Z otwartosci B wnosimy, ze istnieje punkt

c = (CI, ... , cn) i liczba € > O, takie, ze kula V o srodku w c i promieniu € jest

zawarta w U/,; n B. Poszukiwana kula (n - 1)-wymiarowajest zbiór

K:={(Xl, ... ,Xk-l,C/,;,Xk+l,""Xn): I)Xj-Cj)2<c:2}.
j#

Istotnie, wprost z definicji K C V C B. Obraz zbioru K w przesunieciu o wektor

w = (O, ... ,O,a/,; - b/,;, O, ... ,0) zawiera sie w kuli Uk-l, a ta z kolei zawiera

sie w zbiorze A U Z (bo nie ma punktów wspólnych z B). Wystarczy teraz

przypomniec sobie wlasnosc Darboux, by stwierdzic, ze przesuwajac dowolny

punkt z K o wektory t . w, t E [0,1], musimy natrafic na punkt zbioru Z (patrz

rysunek). Poniewaz przesuwanie o wektor t . w to nic innego, jak odpowiedni

dobór k-tej wspólrzednej punktu, dowód Lematu 2, a wiec i calego twierdzenia,

jest tym samym zakonczony.
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