Wielowymiarowe

Wedlug przyjetej w artykule definicji
wielomianu nierozkladalnego, kazda stala
jest takim wielomianem. Nie wplywa

to zle na wyniki Autora, ale warto
odnotowaé, ze w ten sposdb traci sig
jednoznacznoéé rozkladu wielomianu na
wielomiany nierozkladalne.
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Rozwigzanie zadania M T67.
Gdy a = 1, nie ma czego dowodzié. Niech
wiec a > 1.

Podzielmy duze pudlo na A- B - C
szescianikéw o krawegdzi 1. Kazdemu

z szescianikéw przypiszmy trzy
wspélrzedne (1,7, k), gdzie 1 <1< A,
1<j<B,1<k<C.W szescianik

o wspdlrzednych (i, §, k) wpisujemy liczbg
eItk pdaie e, = cos 2T + isin 2T,

Z poprzedniego zadania wynika, ze suma
liczb w kazdym prostopadloscianie

o wymiarach a % b % ¢ jest rdwna zeru,
bowiem
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a jedna z sum po prawej stronie ma
wartos¢ a.

Zatem, suma wszystkich liczb w calym
pudle takze znika. Skoro jednak
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to musi by¢ np. (bez zmniejszenia
ogdlnosei) 2:‘__1 e} = 0. Stad, ponownie
na mocy poprzedniego zadania, a jest
dzielnikiem A.

uogodlnienie twierdzenia Bezouta
Tomasz OSMAN

(Niniejszy artykul jest skrécona wersja pracy Autora nagrodzonej zlotym medalem
w Konkursie Uczniowskich Prac z Matematyki. Skrét zostal dokonany przez redakcje.)

Zdarza sig, ze rozmaite zaleznosci (o charakterze geometrycznym ) ml@dzy
wektorami lub innymi obiektami matematycznymi daja sie zapisa¢ w postaci
W(xy,...,z,) =0, gdzie W jest wielomianem n zmiennych rzeczywistych.
Na przyktlad, aby dwie proste byly prostopadte, ich wspétezynniki kierunkowe
musza spelniaé zaleznos¢ ajas + 1 = 0. Czesto mamy do czynienia z sytuacja,
ze w postaci algebraicznej zapisane sa dwa rézne warunki:
W1(131,...,1?n)=0 WQ(II,...,zn}:O
1 wiadomo skadinad, ze jeden z tych warunkéw implikuje drugi (tzn. jeshi
Wi(z1,...,20) =0, to i Wa(zy,...,z,) = 0). Okazuje sig, ze wtedy,
przy pewnych dodatkowych zalozeniach, zachodzi prosty zwiazek miedzy
wielomianami Wi 1 Ws.

Przez R[xy,...,%n] (odp. R[x3,...,Xn—1]) 0znaczymy pierscieii
wielomianéw n zmiennych z1,...,z, (odp. (n — 1) zmiennych 21, ...,2,-1)
o wspoiczynmkach rzeczyw1stych W dalszym (31qu bedziemy wykorzystywac
fakt, ze wielomiany z kazdego z tych pierscieni mozna jednoznacznie roztozyé
na czynniki ,pierwsze”, tzn. przedstawié¢ w postaci iloczynu wielomiandw
nierozkladalnych. Wielomian nierozktadalny to taki, ktéry nie jest iloczynem
dwdch innych nizszego stopnia. Na grzyk}ad, dla n = 1 nierozkladalny

w pierécieniu R[x] jest wielomian z* + 1, wielomian za$ 2 + 1 jest iloczynem
dwéch wielomianéw nierozkladalnych:

et 1=(22-2vV2+1)- (22 +2V2+1).

Twierdzenie. Zaldzmy, ze wielomian W; € R[xy,...,Xy,] jest nierozkladalny

i przyjmuje zaréwno wartosci dodatnie, jak i ujemne. Jeslh wielomian

W € R[x1,...,Xn] ma te wlasno$é, ze dla wszystkich (zy,...,x,)
Wl(xls"'axn)=0 = W?(zla"'):cﬂ)=01

to istnieje taki wielomian G € R[xy,...,Xyn], ze Wo = G - W}.

Dla wielomianéw jednej zmiennej powyzsze twierdzenie wynika tatwo
z twierdzenia Bezouta.

oraz

W dowodzie twierdzenia potrzebny bedzie nastepujacy

Lemat 1. Jesli wielomiany Wy, Wa € R[X1, ..., Xn] se wzglednie pierwsze
(tzn. nie majg wspdlnego dzielnika pierwszego rdznego od stalej), to istniejq
takie wielomiany 11,7, € R[x1,...,xn] oraz S € R[xy,...,%X,_1], ¢ dla
wszystkich (z1,...,zn) zachodzi rownosé

Tl(x}.: e -;xn)Wl(zls # --|£n) +T2($1: o -117n)w2(311 Eii

,1!,1):
= S(.‘Bl,...
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Przy tym, S £ 0.

Uwaga: Kto wnikliwie przesledzi szkic dowodu ponizej, spostrzeze, iz mozna
nieco oslabié zalozenia tego lematu. Mianowicie, prawdziwy jest nastepujacy

Whiosek 1. Teza Lematu 1 zachodzi, jesli najwiekszy wspdlny dzielnik
wielomianéw W; i W5 nie zalezy od zmiennej z,,.

Szkic dowodu. Rozpatrujemy pierscien R(x;, .. xn~1)[xn] wielomianéw
zmiennej &, o wspolczynnikach bedacych funkc1a.m1 wymiernymi

zmiennych zy,...,2,_1. Czytelnik zechce sam udowodnié, ze dowolny
wielomian @ € R[x;,...,Xy] jest nierozkladalny w pierécieniu R[x1,...,Xn]
wtedy i tylko wtedy, gdy jest nierozkladalny w plersc1enlu R(x1,...,Xn-1)[Xnl].
(Dowodzx sie tego niemal tak samo jak znanego faktu, ze wielomian jednej
zmiennej o wspdlezynnikach calkowitych nierozkladalny w pierscieniu Z[x] jest
nierozkladalny takze w Q[x].)

7 tej wlasnosci wynika, ze wielomiany W; i W, sa wzglednie pierwsze
w R(x1,...,Xn-1)[Xn]. Zalézmy bez ograniczenia ogdlnoici, ze stopien
(ze wzgledu na zmienna z,,) wielomianu W} jest nie mniejszy niz stopiei W,
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Mala kula V jest zawarta w zbiorze B,
na ktérym wielomian W; przyjmuje
wartoéci ujemne, natomiast duza

kula Ug_; — w zbiorze R*\B = AU Z.
Zatem (poniewaz wielomian W,

jest ciggly na kazdej prostej w R™)
przesuwajac kazdy punkt ,kola
wielkiego” K o wektory t - w, t € [0,1],
trafimy dla pewnej wartodci ¢ w punkt
nalezacy do zbioru Z, na ktérym
wielomian W, sie zeruje.

i zastosujmy algorytm Euklidesa poszukiwania najwiekszego wspdlnego
dzielnika. Otrzymamy ciag réwnosci

Wy =Q:1Wo+Wa, Wo=Q:W3+W,, ... Wi_a=QroWi1+W;,
gdzie wszystkie wielomiany W; oraz ; naleza do pierscienia
R(X1,...,Xn-1)[Xn] oraz

stWy >stWa>stWs>...>stWp =0.

Przy tym musi by¢ Wi # 0, bo w przeciwnym razie wielomian niezerowego
stopnia Wj_, bylby wspSlnym dzielnikiem wzglednie pierwszych wielomianow
Wy i Wy. Zatem Wi =¢, ¢ £ 0.

Stad juz do tezy Lematu niedaleko: z réwnan W; = Q;Wj1 + Wj s

(spelionych dla j = 1,...,k — 2) dostaniemy zaleznos¢
PiW;, + P,Ws =¢,
gdzie P; € R(x1,...,Xn—1)[Xn]- By otrzymac teze Lematu, wystarczy teraz

pomnozy¢ obie strony tej réwnosci przez najmniejsza wspolna wielokrotnosé
wielomianéw znajdujacych sie w mianownikach wspdlczynnikéow wielomianow
Py i Ps.

PrzejdZzmy teraz do dowodu twierdzenia.

Zaldézmy, ze teza jest falszywa. Z zalozenia o nierozkladalnosci W; wynika
woéwczas, ze wielomiany W) 1 W5 sa wzglednie pierwsze. Z Wniosku 1 wynika,
ze dla dowolnego k € {1,2,...,n} istnieje (nie znikajacy tozsamosciowo) taki
wielomian Si zalezny od (n — 1) zmiennych, ze
Tl(-'cl; “eey In)wl(tl, oy tn) +T2(£1, . ‘,:Bﬂ)Wg(.tl, i a:,,) =

= Se(T1, 0, Th=1, Thg1, - -, Tn) -
Aby otrzymac sprzecznos¢, wykazemy, ze wielomian W; ma dostatecznie duzo
miejsc zerowych. Dokladniej, zachodzi nastepujacy

Lemat 2. Dla pewnego k € {1,2,...,n} istnieje kula (n — 1)-wymiarowa K

o srodku (ay,...,Qk—1,Qk+1,---,0n) 1 promientu € o tej wlasnosci, ze dla
dowolnego (z1,...,25-1,Tk+1,---,2n) € K istnieje taka liczba rzeczywista zy,
ze Wi(z1,...,za) = 0.

Z tego Lematu twierdzenie wynika natychmiast: poniewaz z zalozenia W5 zeruje
sie wszedzie tam, gdzie zeruje sie Wi, to réwnoéé (2) implikuje, ze wielomian Sy
znika na calej kuli K, a wiec S = 0, sprzecznosc.

Szkic dowodu Lematu 2. Niech A (odp. B) oznacza zbidér tych punktow

z € R®, dla ktérych Wi(z) > 0 (odp. Wi(z) < 0). Ponadto, oznaczmy przez Z
zbiér wszystkich miejsc zerowych wielomianu W;. Oczywiscie, zbiory A 1 B sa
otwarte oraz AU BU Z = R".

Wybierzmy punkty a = (a;,...,a,) € A oraz b = (b;,...b,) € B. Z otwartosci
zbioru A wynika, ze istnieje takie r > 0, iz kula otwarta Uy o $rodku a

i promieniu r jest zawarta w A. Rozwazmy kule otwarte Uy, ..., U, o tym
samym promieniu r i o srodkach odpowiednio w punktach

(bl, a2,d3,04,..., a,,), (bl,bg, az, a4, ... ,a,,), (bl,bz, b3,a4, St ,aﬂ), R
(by,bz,b3,b4,...,b,). Niech k bedzie najmniejsza liczba o tej wlasnosci,

ze kula U} przecina zbiér B. Z otwartoSci B wnosimy, ze istnieje punkt

¢ =(c1,...,cn) 1 liczba € > 0, takie, ze kula V o érodku w ¢ i promieniu ¢ jest
zawarta w Ui N B. Poszukiwana kula (n — 1)-wymiarowa jest zbiér

K:= {(31‘---|2k—1|ck'£k+1,---;$n) : Z(x.? _c.f)g < 52} 5

iz
Istotnie, wprost z definicji K C V C B. Obraz zbioru K w przesunieciu o wektor
w=(0,...,0,ar — bg,0,...,0) zawiera sie w kuli Ui_1, a ta z kolel zawiera

sie w zbiorze AU Z (bo nie ma punktéw wspdlnych z B). Wystarczy teraz
przypomnieé sobie wlasnosé¢ Darboux, by stwierdzié, ze przesuwajac dowolny
punkt z K o wektory ¢ - w, t € [0, 1], musimy natrafi¢ na punkt zbioru Z (patrz
rysunek). Poniewaz przesuwanie o wektor ¢ - w to nic innego, jak odpowiedni
dobér k-tej wspéirzednej punktu, dowdd Lematu 2, a wiec i calego twierdzenia,
jest tym samym zakonczony.
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