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Przechodzenie promieni $wietlnych przez uklady optyczne zlozone z soczewek
1 zwierciadel majacych wspélng o optyczng mozna analizowaé za pomoca
rachunku macierzowego.
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W analizie stabilnoéci ukladdéw
optycznych wygodnie jest skorzystaé
% podstawowych wlasnosci odwzorowan
liniowych przestrzeni wektorowych.
Niech F bedzie macierzg odpowiadajacs
pewnemu przeksztaleeniu liniowemu
w przestrzeni R™. Zdefiniujmy wielomian
charakterystyczny przeksztalcenia
w nastepujacy sposdb

F(A) = det(F — AI).
Jedli wielomian charakterystyczny ma
n réznych pierwiastkdéw, to R™ jest
sumg prostg n jednowymiarowych
podprzestrzeni niezmienniczych,
generowanych przez wektory
wlasne (f,)-, odpowiadajace wartosciom
wlasnym (A;)l.,, a macierz F
przeksztalcenia jest w tej bazie
diagonalna.

oy W danym punkcie przestrzeni promien bedziemy
charakteryzowaé posiugujac sie dwiema zmiennymi:
A a>0 | a>0™\_ 5o odlegloscia z od osi optycznej i katem «, jaki promien
T R T tworzy z ta osia. Utwérzmy z tych dwéch wielkodci
2<0 wektor: 2 [ z ]
T ltgal

Konwencje znakowa dotyczaca = oraz o przedstawia rysunek 1. Odbicie
promienia, przejscie przez cienka soczewke, granice osrodkéw czy tez
oérodek jednorodny mozna opisaé za pomoca przeksztalcenia liniowego,
reprezentowanego przez macierz.

Przyklady
Macierz
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odpowiada przejSciu promienia przez jednorodny oérodek miedzy punktami,
ktorych rzuty na of optyczna sa odlegle o d (rys. 2). Z kolei macierz
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moze by¢, na przykltad, macierza odbicia od zwierciadla kulistego

o promieniu R (rys. 3), wtedy a = —2/R (przyjmujemy, ze R jest dodatnie dla
zwierciadla wkleslego i ujemne dla wypuklego, natomiast dla ptaskiego R = oo),
albo macierza opisujacg zalamanie promienia przez cienka soczewke skupiajaca
o ogniskowej f (rys. 4), wtedy a = —1/f.

Rozwazmy uklad nieskonczonej liczby jednakowych soczewek ustawionych
wzdluz osi optyczne] w jednakowych odleglosciach. Do ukladu wpuszczamy
promien $wietlny okreSlony wektorem w. W jakich warunkach promien bedzie
mogl pozostaé dowolnie dhugo we wnetrzu ukladu? Zakladamy, ze promien jest
przyosiowy, a soczewki traktujemy jak nieograniczone. Sformulujmy pytanie
inaczej: Niech z,, oznacza odleglos¢ od osi optyczne) po n-tym zalamaniu,

a tg an tangens kata jego nachylenia. W jakich warunkach ciagi (z,); ., oraz
(tg an)nr, sa ograniczone? Jedli ciagi te s3 ograniczone niezaleznie od tego,
jaki promien wybraliSmy na poczatku, bedziemy méwié, ze uktad jest stabilny.
Do odpowiedzi na pytanie wystarczy podstawowa wiedza z algebry (patrz
margines).

Rozwazmy jeden cykl zlozony z dwéch elementéw: zalamanie promienia przez
soczewke, a nastepnie przejScie zalamanego promienia przez przestrzenn dzielaca
dwie kolejne soczewki. Cyklowi temu odpowiada macierz A réwna

a=[ 44 3= 1)

Wartosci wlasne macierzy A sa réwne

A _2f —d—+/d(d - 4f) 2f —d+ \/d(d—4Ff)
1= of oraz As = T :
Sa one rézne, gdy d # 4f.
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Rozwiazanie zadania F 423.
Réwnowaga liny jest nietrwala,
najdrobniejsze zaburzenie (przesunigcie
o ro lub nadanie jej predkosci vo)
spowoduje ucieczke liny z pierwotnego
polozenia. Réwnania ruchu maja postaé

L . L
e(; +r)x=93(;+x)—'f
L . L
9(54)”1’"—98(5“)'

gdzie T jest sila napiecia liny (jednakowg
po obu stronach preta, poniewaz
zaniedbujemy rozmiary preta).

'i“. g """

(S]]

o= gfgz .
A zatem
z = Ae*! + Be™“! ’
gdzie w = 4/ 2g/L. Niech w chwili

poczatkowe) lina bedzie przesunieta
z polozenia réwnowagi o ro € L
i w spoczynku. Mamy wtedy
xr = zochwt.

Sila napiecia liny wynosi
2pgx?

e
Niech Ap oznacza zmiane pegdu kawalka
liny przewijajacego si¢ przez pret

1
T=—pgL -
228

ﬂp -2
2T — F = — = 2px~,
At @

gdzie F' jest sily reakcji preta dzialajaca
na line. Stad

F = 2T — 29i° .

Podstawiajac T oraz
#? = w22 + r?) = w?s? dostajemy

8z?
F = pgL (l - -E-:’_) .
Lina odrywa sie od preta, gdy znika sila
reakcji F', czyli dla ¢ = ;&-
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Uwaga. Gdy srednica preta dazy do zera,
przyspieszenie dosrodkowe fragmentu

liny dazy do nieskoniczonoéci jak 1/R,
jednoczesnie jego masa dazy do zera

jak R, tak wiec sila pozostaje skoriczona.

Czas obliczamy podstawiajgc otrzymana
wartoéé r do rozwigzania réwnarn ruchu
L

{ L
1= —arcosh =
2g 22z,
2
= S (R AT e
2g 8x2

2\/5.1?0

Na przyklad, dla L = 1 m oraz zo = 1 cm
mamy t = 0,96 s.

Niech V oznacza macierz przejécia od bazy wektoréw wlasnych macierzy A do
naszej wyjsciowej bazy. Przejsciu promienia przez n soczewek, czyli n cyklom,
odpowiada macierz A", ktéra mozna zapisaé jako

ni "vl’l 0 -1
A=V [ 0 ,\g] V=
Stad mamy
Tn | _ A0 —-1| %o
a2 18 ] [l

Poza trywialnym przypadkiem promienia pokrywajacego sie z osia optyczna,
czyli 2o = 01 tgag = 0, ciagi (zn )=, oraz (tg an)n=, sa ograniczone wtedy
i tylko wtedy, gdy
|)i1| < 1 oraz !Ag] < 1.
Sprawdzmy, kiedy pierwszy warunek jest spelniony. Mozliwe sa trzy przypadki:
a) d >4f
Warunek A; < 1 prowadzi do nieréwnosci

VAdd—4f) <4f-d <0,

czyli do sprzecznosci.
d<Af
W tym przypadku wartosci wlasne macierzy A sa liczbami zespolonymi
sprzezonymi o module 1, czyli warunek stabilnosci jest spelniony.
d=4f
W tym przypadku macierz A ma postac

4f ]

-3
A=[ 1L

Obie wartosci wlasne tej macierzy sa réwne minus jeden, a wiec nie mozemy
poshuzy¢ sie jak poprzednio rozkladem na podprzestrzenie niezmiennicze.
Zauwazmy jednak, ze przeksztalcenie (A — AI)? jest zerowe. Mozemy zatem
napisa¢ nastepujaca réwnoscé

am=((a-an+an = (T) (a-anp-tr-t4

) An [Il —
=(=D)""n(A+1)-1).
(=1)"((—=2n — Dzo+ 4fntgag)

o || ]
tgao]  L(=1)*((—n/flzo + (2n — 1) tgag)]
Widzimy wiec, ze ciagi (Tn)n=q oraz (tg an),—, Wyrazaja sie wzorami
z, = (—1)"(n(4f tg ap — 229) — o),
tga, = (wl)ﬂ (n (__3}_9 =+ 2t.g O.'g) — g G‘g) A
Powyzsze ciagl sa ograniczone wtedy 1 tylko wtedy, gdy

Fo - 2f.
tg ap

n
0

A zatem

A zatem uklad soczewek jest stabilny optycznie tylko wtedy, gdy d < 4f.

W analogiczny sposéb mozna badaé takze inne uklady optyczne, na przyklad
zlozone z dwéch ustawionych naprzeciw siebie zwierciadel o wspdlnej osi
optycznej. W przypadku dwdch zwierciadel wklestych, kazde o promieniu
krzywizny R, odleglych wzajemnie o d, uklad jest stabilny, gdy d < 2R.

W przypadku dwéch zwierciadel, z ktdrych jedno jest wklesle, a drugie wypukle,
uklad jest stabilny dla d < R.

Duzo ciekawszym zagadnieniem jest analiza stabilnosci uktadu soczewek, dla
ktorych ogniskowa zalezy od odleglosci z, w jakiej promien pada na soczewke.
W tym przypadku nie mozemy, niestety, postuzy¢ sie rachunkiem macierzy,
gdyz zalamanie promienia nie jest juz liniowym przeksztalceniem wektora w.
Przyjmijmy, ze zaleznodé ogniskowej soczewki od odlegloéci z, w jakiej pada na
nia promien, opisuje wzdr

f() = fo(l + k2?).
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Transformacje promienia podczas przejScia przez soczewke opisuja réwnania
rekurencyjne

d
Ty = (1 - m) +dtga,,
—Zn

—f (1+k:£2) +tga,.

Dzieki symulacjom komputerowym mozna obliczyé 1 wykreslié
polozenie promieni po przejsciu przez kolejne soczewki
ukladu. W symulacjach, ktérych wyniki sa przedstawione

na rysunkach 5-9, badany byl nie pojedynczy promien, ale

| cala ich wiazka (rysunki przedstawiaja wiazke w przestrzeni
Rys. 5. Ksztalt wigzki w chwili poczatkowej (n = 0). fazowej (z,tga) po przejSciu przez n soczewek).

Rys. 7. Czynnik nieliniowy k = 10~%, n = 31.

Nveen LRI L

N g : h =

- et amim g

Rys. 9. Czynnik nieliniowy k = 10™%, n = 11.

podlegaly rozkladom gaussowskim. Wprowadzona nieliniowoéé okazala sie
zrédlem niestabilnosci. Jako ciekawostke warto odnotowaé, ze uzyskane ksztalty
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: Zbiory poczatkowych odleglosci od osi optycznej oraz tangenséw katow
. bardzo przypominaja ksztalty galaktyk.

12



