Rys. 4

W tym artykule pojecie stycznej
rozumiemy nieco szerzej, niz to sie
zwykle robi. W przykladzie z parabolg
pélszescienna y° — x2 = 0 0§ Oy jest
styczna do krzywej w (0,0), zas o§ Oz
nie.
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Rys. 5

Matematyczny mikroskop
Tadeusz KRASINSKI

Prawie wszystkie nauki Sciste w swoich badaniach uzywaja urzadzei powigkszajacych.
Rola mikroskopu w fizyce, chemii, biologii, teleskopu w astronomii oraz innych
narzedzi optycznych w innych naukach jest ogromna i trudno ja podwazyé. Wydaje
sig, ze tylko matematyka nie ma ani takiego narzedzia, ani probleméw, ktére mozna by
rozwiazaé z jego pomoca.

Okazuje sig, ze jednak istnieje w matematyce narzedzie (czysto abstrakcyjne,
oczywidcie), ktére mozna uznaé za pewien rodzaj mikroskopu. Tym narzedziem

jest operacja rozdmuchania punktu w przestrzeni. Méwiac obrazowo, w danej
przestrzeni X (moze to byé plaszczyzna, powierzchnia, przestrzeit tréjwymiarowa

itd.) rozdmuchujemy (albo, jesli kto woli, rozszczepiamy, rozciagamy) jeden z jej
punktéw, P, do pewnego zbioru punktéw tak, by kazdy ,nowy” punkt odpowiadal
Jjednemu kierunkowi dochodzacemu do punktu P. Wéwczas obiekty (figury, podzbiory)
wyjsciowe] przestrzeni X, zawierajace punkt P, staja si¢ na ogél prostsze (lub ,lepiej
widoczne”) w przestrzeni rozdmuchane;j.

PrzejdZmy do dokladniejszego opisu. Dla prostoty ograniczymy sie do rozdmuchania
punktu plaszczyzny rzeczywistej R?. Rozdmuchaniem plaszczyzny R? w punkcie (0,0)
nazywamy nowa, lezaca nad plaszczyzna, powierzchnie B, ktéra powstaje przez
wklejenie okregu E w miejsce punktu (0,0) w taki sposdb, ze B jest powierzchnia bez
osobliwoéci. (Kto nie wierzy, ze to mozliwe, niech obejrzy rys. 1).

Mozna sobie wyobrazaé, ze aby otrzymaé powierzchnie B, podnosimy pewna prosta [
do gdry i obracamy ja jednoczesnie o kat 180° wokél pionowej osi otrzymujac prosta k.
Prosta zakresla podczas tego ruchu pewna powierzchnie. Powierzchnia B powstaje

z niej przez utozsamienie skrajnych prostych k il (patrz rysunek). Latwo zauwazyd,

ze jest to konstrukcja wstegi Mobiusa, w ktérej zamiast odcinka uzywamy caltej prostej.
Nad kazdym punktem plaszczyzny R?, réznym od poczatku ukladu wspolrzednych,
lezy dokladnie jeden punkt powierzchni B, a nad punktem (0,0) zbiér £, zwany
fachowo dywizorem wyjatkowym, ktéry mozemy utozsamié z okregiem. To ostatnie
stwierdzenie stanie si¢ jasniejsze, gdy przeprowadzimy nastepujace rozumowanie.

Dowolnej prostej w R? przechodzacej przez (0, 0) odpowiada w B pewna ,prosta”
lezaca nad nia. Dwém réznym takim prostym w R? beda odpowiadaly dwie ,proste”
w B — tym razem rozlaczne (prosze jeszcze raz spojrzeé na rys. 1). W B nastepuje
wiec ,rozszczepienie” kierunkéw w R? dochodzacych do (0,0) — kazdemu kierunkowi
w R? mozemy przyporzadkowaé jeden punkt wklejonego zbioru E. Zatem rzeczy wiscle
zbiér E mozna utozsamié¢ z okregiem: zbiér kierunkéw w R to inaczej zbiér prostych
przechodzacych przez (0,0), ten za$ zbidr nietrudno utozsamié z okregiem. Istotnie,
kazdemu kierunkowi odpowiadaja dwa antypodyczne punkty na okregu, po sklejeniu
ktérych znéw otrzymamy okrag (rys. 2).

Operacji rozdmuchania uzywa sie gléwnie do badania osobliwoéci krzywych opisanych
réwnaniami wielomianowymi. Jesli np. rozwazymy krzywa V o réwnaniu 3° — 22 =0
w R? o0 jedynym punkcie osobliwym (0,0) (patrz rys. 3), to po rozdmuchaniu

punktu (0, 0) bedzie jej odpowiadala lezaca na powierzchni B krzywa V bez
osobliwosci (patrz rys. 4), zwana przeciwobrazem wlasciwym wyjéciowej krzywej.
Doktadniej, V jest parabola w B — za chwilg to uzasadnimy.

Analitycznie przeciwobraz wlasciwy krzywej opisuje sie w nastepujacy sposéb: jesli
f(z,y) = 0 jest réwnaniem krzywej V w R? przechodzacej przez (0,0) i o8 Ox

(odp. Oy) nie jest styczna do tej krzywej w punkcie (0,0), to podstawiamy = = uv,

y =v (odp. £ = v, y = uv) do réwnania f(z,y) = 0. To znaczy, rozwazamy réwnanie
f(uv,v) =0 (odp. f(v,uv) = 0). Nastepnie dzielimy to réwnanie przez mozliwie
najwyzsza potege v. Réwnanie, otrzymane po tych operacjach, jest réwnaniem
krzywej V w przestrzeni rozdmuchanej. Na przyklad, dla rozwazanej powyzej paraboli
pélszesciennej f(z,y) = y° — 2° = 0 mamy f(uv,v) = v*(v — 4?). Zatem krzywa ta po
rozdmuchaniu jest parabola opisang réwnaniem v — u® = 0 (rys. 5).

W B zbiér E (dywizor wyjatkowy) opisany jest réwnaniem v = 0, czyli jest osia Ou.

W przypadkau, gdy zaréwno oé Oz, jak i 0§ Oy sa stycznymi do krzywej (np. dla
krzywej z(y — z°) = 0), to tak zmieniamy wspdlrzedne w R? , by nowe osie juz tej
wlasnosci nie mialy.
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Rys. 6

Poniewaz rozdmuchanie punktu plaszczyzny jest lokalna modyfikacja wspélrzednych

w R?, a powierzchnia B nie ma osobliwoéci, to operacje te mozemy zastosowaé
nastepnie do jednego z punktéw B. Zatem rozdmuchania mozemy iterowaé, otrzymujac
kolejne powierzchnie B’,B”,... itd. Rozwazmy, na przyklad, krzywa y°> — 22 =0

z osobliwoscia w (0,0). Po rozdmuchaniu punktu (0,0) € R? otrzymujemy w B krzywa
v® — u? = 0, ktéra nadal ma punkt osobliwy w (0,0). Nastepnie, po rozdmuchaniu
punktu (0,0) na powierzchni B otrzymamy krzywa v’ — u'* = 0 na powierzchni B’,
ktéra nie ma juz punktu osobliwego.

Widzimy wiec, ze zastosowanie wielokrotnego (w tym przypadku dwukrotnego)
rozdmuchania ,rozwiazalo” osobliwosé wyjsciowej krzywej. Jest to reguta ogdlna.
Dla dowolnej krzywej algebraicznej, majacej punkt osobliwy w (0,0), istnieje taki
skoriczony ciag rozdmuchan, ze po ich wykonaniu otrzymamy krzywa bez osobliwosci.
Okazuje sie réwniez, ze koficowa konfiguracja, zlozona z ukladu wklejanych kolejno
okregéw oraz ukladu krzywych, otrzymanych z wyjéciowej, niesie bardzo wiele
informacji o rodzaju osobliwosci pierwotnej krzywej w R2. Blizsze wyjaénienie tego
zjawiska przekracza ramy artykulu w Delcie. By jednak odrobine jeszcze Czytelnika
2 rozdmuchaniem oswoié, rozwazmy jeszcze jeden przyklad, tym razem krzywej
rozkladalnej, tzn. skladajacej si¢ z kilku krzywych, ktére sa juz nierozkladalne

na prostsze krzywe. Mianowicie, niech V bedzie krzywa opisana réwnaniem

flz,y) = (y3 - mz)(y — z)z = 0. Jak widaé na rysunku 6, V sklada sie z trzech
krzywych: paraboli pélszeéciennej Vi o réwnaniu y° — z? = 0 i dwéch prostych Vz

i V3 o réwnaniach odpowiednio y — 2 = 0 oraz & = 0. Po pierwszym rozdmuchanin
otrzymamy zlozona z dwéch rozlacznych czesci konfiguracje w B, przedstawiona na
rysunku 7.
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Rys. 7

Rys. 9
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Rys. 8

Kolejne rozdmuchanie, tym razem powierzchni B w punkcie (0, 0), daje nam nowa
konfiguracje w B’ (patrz rys. 8). Tym razem krzywe wyjsciowe nie maja punkiéw
osobliwych i sa rozdzielone.

Wszystkie te prosciutkie przyklady pokazuja, ze kolejne rozdmuchania sa jak gdyby
kolejnymi stopniami ,powiekszania”. Struktura osobliwosci danej krzywej staje
sie coraz lepiej ,widoczna”. Fakt, ze iteracje rozdmuchan sa kolejnymi stopniami
,powiekszania”, mozna jeszcze wyjasni¢ w taki sposéb. WeZmy dowolny punkt [ na
wklejonym okregu E powierzchni B (jak juz wiemy, odpowiada on jednemu kierunkowi
w R?) i jego male otoczenie U (rys. 9).
W U odzwierciedlony jest tylko kawalek
stozka w R? zawarty miedzy kierunkami
hy hily (rys. 10).

i Jedl teraz rozdmuchamy punkt [
w B i weZmiemy otoczenie dowolnego
punktu !’ € E' w przestrzeni B’, to juz
w tym otoczeniu odzwierciedlona
jest czes$é (krzywoliniowego)

Rys. 10

stozka stycznego do | w wyjéciowej
plaszczyinie R? (rys. 11).

Kolejne rozdmuchania daja nam wglad
w coraz to ostrzejsze stozki {czy tez
moze ,dziobki”} dotykajace (0,0)

w R?. Zatem wielokrotne rozdmuchanie
jest rzeczywiscie specyficznym,
wielostopniowym mikroskopem

Rys. 11 matematycznym.




