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Klub 44
Termin nadsylania rozwigzar:
30 VI 1996 Skrét regulaminu
Kazdy moze nadsylaé rozwiazania zadaii z numeru n w terminie do korica miesiaca n + 3. Szkice
rozwigzan zamieszczamy w numerze n + 4. Mozna nadsylaé rozwigzania czterech, trzech, dwéch
lub jednego zadania (kazde na oddzielnej kartce), mozna to robi¢ co miesige lub z dowolnymi
przerwami. Rozwiazania zadan z matematyki i z fizyki nalezy przesylaé¢ w oddzielnych kopertach,
umieszczajac na kopercie dopisek: Klub 44 M lub Klub 44 F. Oceniamy zadania w skali od 0
do 1 z dokladnoécig do 0,1. Ocene mnozymy przez wspélczynnik trudnoéci danego zadania:
WT = 4 - 35/N, gdzie S oznacza sume¢ ocen za rozwigzania tego zadania, a N - liczbe oséb,
ktore nadeslaly rozwiazanie choéby jednego zadania z danego numeru w danej konkurencji (M
lub F) — i tyle punktéw otrzymuje nadsylajacy. Po zgromadzeniu 44 punktéw, w dowolnym czasie
i w ktérejkolwiek z dwéch konkurencji (M lub F), zostaje on czlonkiem Klubu 44, a nadwyzka
punktéw jest zaliczana do ponownego udziatu. Trzykrotne czlonkostwo — to tytul Weterana.
Szczegdlowy regulamin zostal wydrukowany w numerze 2/1996.

Zadania z matematyki nr 317, 318

317. Wyznaczyé najwieksza liczbe naturalna n, dla
ktérej istnieja wielomiany drugiego stopnia F', G, H,

o wspoélczynnikach rzeczywistych, spelniajace warunek:
H(G(F(k)))=04dla k=1,2,...,n.

Zadanie 318 zaproponowal Pan Henryk Pawlowski z Torunia.

Rozwigzania zadan z matematyki z numeru 11/1995

Przypominamy tre$é¢ zadan:

309. Elipse {(z,y): 49z° 4 ¢* < 100} dzielimy na dwie czeéci prosta

przechodzgceyg przez punkt (1,1). Obliczyé najmniejsza mozliwg

wartodé¢ pola mniejszej czescl.

309. Dana elipsa E ma pdélosie a = %, b = 10; jej pole

réwna si¢ S = wab = %m Podstawienie t = 7Tz wyznacza
przeksztalcenie afiniczne f: (x,y) — (t,y), przeprowadzajace
elips¢ E na kolo K = {(t,y): > + y* < 100} (o promieniu

r = 10), a punkt P = (1,1) — na punkt @ = (7,1), ktérego
odleglosé od érodka O = (0,0) kola K wynosi v/50, czyli r/v/2.
Cigciwa AB kola K, prostopadla do odcinka OQ, jest wiec
bokiem kwadratu ABCD wpisanego w to kolo. Obszar G
zawarty miedzy cieciwa AB a lukiem AB jest najmniejsza
czescia kola K, jaka moze odciaé prosta przechodzaca przez
punkt Q; jego pole réwna sie (v — 2)/(47) pola kola. Stosunek
pol figur jest niezmiennikiem przeksztalceri afinicznych. Wobec
tego zbidr f~1(G) jest najmniejsza czescia elipsy F, jaka
moze odciaé prosta przechodzaca przez punkt P, a pole tej
minimalnej czesci wynosi S - (7 — 2)/(47), czyli %(ﬂ' —2).

310. Rozwazamy analogiczne zagadnienie dla n par malzonkéw.
Niech A, bedzie liczba tych rozsadzen, przy ktérych zaden
maz nie sasiaduje za swoja zona, i niech By, bedzie liczba tych
rozsadzen, przy ktérych dokladnie jedno malzenstwo zajmuje
sasiednie miejsca. Udowodnimy dwie zaleznoséci rekurencyjne:
(1) B = An+2nA,_1,

(2) By = 2n[(2n — 1)An—1 + Bn_1].

Mozliwe sa dwie sytuacje, w ktérych dokladnie jedna para jest
nierozdzielona: albo ta para zajmuje dwa skrajne miejsca od
lewej strony, albo jakies dwa inne miejsca. Pierwsza z tych
sytuacji mozna zrealizowaé na 2nA, _, sposobdéw (n mozliwosci
wyboru pary, 2 warianty usadzenia tej pary, oraz A,_1
rozsadzen pozostalych n — 1 par). Teraz druga sytuacja:
nierozdzielona para zajmuje miejsca o numerach k i k + 1, gdzie
k > 2. Przesadzamy osobe z miejsca k na lewy skraj rzedu,

a wszyscy zajmujacy miejsca od numeru 1 do k — 1 przesuwaja
si¢ o jedno miejsce w prawo; powstaje konfiguracja, w ktdrej
wszystkie pary sa rozdzielone. Na odwrdt, majac dowolne
rozsadzenie z wszystkimi parami rozdzielonymi, przesuwamy
asobe z lewego skraju rzedu na miejsce bezpodrednio z lewej
strony jej/jego malzonka, a grupe oséb, ktéra ich rozdzielala
przesuwamy o jedno miejsce w lewo.
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318. Dowiesé, ze dla kazdej pary liczb naturalnych
m,n > 2 zachodzi réwnosé

n—1 m—1
Bl Bk
n m
k=1 k=1
310. Szedé par malzenskich zasiada w rzedzie teatru. lle jest

mozliwoécel rozsadzenia, przy ktérych zaden maz nie zajmuje miejsca
obok swej zony? K

Te operacje (wzajemnie odwrotne) ustalaja bijekcje miedzy
zbiorem rozsadzen z jedna para nierozdzielona (ale nie na
lewym skraju rzedu!) a zbiorem rozsadzen z wszystkimi parami
nierozdzielonymi — czyli zbiorem o licznosci A,,.

Obie rozpatrzone sytuacje odpowiadaja dwém skladnikom po
prawej stronie wzoru (1) i dowodza jego slusznosci.

Weimy ponownie pod uwage uklad, w ktérym dokladnie

jedno malzenstwo (, panistwo Nowakowie” ) siedzi na sasiednich
miejscach. Wyobraimy sobie, ze przyszli oni jako ostatni,
zastajac n — 1 par juz siedzacych w jakiejé kolejnosgci. Albo
wszystkie te pary byly rozdzielone (A,,_; mozliwosci),

a panstwo Nowakowie siedli na lewym skraju, na prawym
skraju, badZ miedzy dwiema juz siedzacymi osobami (razem

2n — 1 mozliwodci) — albo tez dokladnie jedna spoéréd n — 1 par
byla nierozdzielona (By_; mozliwoéci), a paristwo Nowakowie
wcisneli si¢ wladnie pomiedzy tych malzonkéw. To daje
wyrazenie w nawiasie kwadratowym we wzorze (2). Przed
nawiasem mamy czynnik 2n bioracy sie stad, ze w roli ,,panstwa
Nowakéw" moze wystapi¢ kazda sposréd n par i ze pan Nowak
moze usiasc z lewej lub z prawej strony swej zony. W ten sposdéb
dostajemy réwnosé (2).

Przyréwnujac prawe strony (1) i (2) oraz podstawiajac

w miejsce By,_1 prawa strone wzoru analogicznego do (1) (z n
zastapionym przez n — 1) otrzymujemy — po uporzadkowaniu

— rekurencje drugiego rzedu:

(3) An=2n[(2n-1)An_1 + (2n— 2)4A, 5] (dla n > 3).
Oczywidcie, 41 = 0, By = 2; stad By = 8 (wzdr (2)), Az = 8
{wzdr (1)), i stosujac kilkakrotnie wzér (3) znajdujemy szukana
wartoi¢ A4g = 168422400.

Uwaga. Mozna udowodnié (korzystajac ze wzoru (3) lub stosujac
inne rozwazania kombinatoryczne), ze

an =3 (1) (en—B)(-2)
k=2

pytanie, czy te sume da si¢ ,zwinaé”...
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Czoldwka ligi zadaniowe]
Klub 44 F

po uwzglednieniu ocen rozwiazarn

zadani 201 (WT=1,12) i 202 (WT'=3,16)

z numeru 8/1995
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Zadania z fizyki nr 215, 216 Redaguje Jerzy B. BROJAN

215. Kwadrat zbudowany jest ze sztywnych pretéw o dlugoéci a polaczonych

w wierzchotkach przegubowo i sprezyscie. Zmiana kata w wierzcholku o o (tak, ze staje
sie on réwny 90° + a lub 90° — &) powoduje wystapienie momentu sily réwnego ko

o zwrocie przywracajacym kat 90°. Obliczyé okres malych drgan deformujacych
kwadrat do rombu, jesli:

a) w wierzcholkach znajduja sie masy punktowe m, a poza tym prety sa niewazkie,

b) w srodkach pretéw znajduja si¢ masy punktowe m, a poza tym prety sa niewazkie,
c) kazdy pret ma mas¢ m rozlozona jednorodnie.

216. Oceni¢ minimalna wielko§é liter na powierzchni Ziemi pozwalajaca odczytaé
w Swietle widzialnym napis z satelity krazacego na wysokosci 400 km, przy uzyciu
przyrzadéw optycznych o rozmiarach nie przekraczajacych 1 m.

Uwaga. Istnieja metody komputerowego przetwarzania obrazéw, ktére zmniejszaja
nieostro$é i poprawiaja zdolnos¢ rozdzielcza. W rozwiazaniu nalezy to pominaé.

Rozwiazania zadan z fizyki z numeru 11/1995
Przypominamy tres¢ zadan:

207. Monopol magnetyczny jest hipotetyczng czastka wytwarzajaca pole magnetyczne opisane
wzorem

B= qgi L,x (g — ladunek magnetyczny).

T 4w -

Zalézmy, ze do unieruchomionego monopola o tadunku magnetycznym g zbliza sie czastha o masie m
i ladunku elektrycznym ¢. W chwili poczatkowej czastka ma predkosé v, jej odleglodd od monopola
jest réwna 7, a kat migdzy wektorem predkosci i wektorem wodzacyem & wynosi 8 (rys. 1). Obliczyé
minimalng odleglodé¢ zblizenia czastki do monopola.

208. Aby belka podparta w drodku nie przetamala sie pod wlasnym ciezarem, jej dlugosdé nie
powinna przekraczad wartosei ;. Jaks maksymalng dlugosé I3 moze osiagnad bez zlamania belka
podparta w dwdch punktach i w ktérych punktach nalezy ja podeprzeé? Wymiary poprzecznego
przekroju belek i rodza] materialu sg ustalone.

207. Podstawmy do réwnania F = ma sile Lorentza F = gv x B. Otrzymujemy
dv _ ggmo r
— = v X —.
dit 4mTm 73
Podobnie jak dla kazdego innego pola magnetycznego, wynika stad wniosek, ze v - (dv/dt) = 0,
czyli [v| = const. Dodatkowo mamy r - (dv/dt) = 0, zatem ;—c(r cv) = dd—‘t" -v = v? = const,
r - v = v2t 4+ ¢. Odpowiednio przesuwajac poczatek osi czasu mozemy polozyé stala ¢ réwna 0

T e as,78 — wtedy w chwili poczatkowej mamy t = r - v/v?. Dalej '&d':'r2 =2r.-v =202t r2 =22 4 d
Aleksander S ~ Myszkéw 30,79 P g s i i S s
Pr:cm:a]::v ori PO g b (d - st‘a‘la). WIlelle., %e minimalna w:a.rtos.c 7 jest réwna V/d, a podstawiajac wartodei r i t
Przemyslaw Gworys — Czestochowa 24,39 w chwili pDCZQEkOWG_] uzyskarny TOZWigZanie
Jaroslaw Eazuka - Warszawa 20,14 N
Tmin = /72 — (r-v)2/v2 = rsind.
Ciekawe, ze chociaz pole monopola wplywa na ruch czastki odchylajac go od linii prostej,
to zaleznos$é r i r - v od czasu jest taka, jak dla ruchu jednostajnego prostoliniowego.
208. Zlamanie belki w danym punkcie zalezy od momentu sily wywieranego przez jedna
f czgsé belki na druga. Dla belki podpartej w érodku najwiekszy moment zginajacy wystepuje
w punkcie podparcia, natomiast dla belki z rysunku 3 oprécz punktéw podparcia nalezy tes
Rys. 2 wziaé pod uwage punkt srodkowy (nietrudno wykazaé, ze w innych punktach moment jest
’ mniejszy ). Na granicy wytrzymalosci wszystkie te momenty sa réwne, skad wynika ze:
a) punkty podparcia z rysunku 3 leza w odleglodci {1 /2 od koricéw belki,
= ] b) spelnione jest réwnanie
t ) thoh _ oo (b _b)
2 4 2 N4 217
Rys. 3 ; 5 5 5 ;
gdzie p — masa belki na jednostke dlugosci. Otrzymujemy I = I3 (1 + /2).
Rozwigzanie zadania M T65. Zalézmy, ze f = g + h, pray czym Rozwigzanie zadania M 766. Poniewaz ¢, # 1, wicc
funkcja g jest okresowa o okresie T # 0, a funkcja h — okresowa 14en+ei+-- +e571 = 0 wtedy i tylko wtedy, gdy

o okresie S # 0. Wéwczas

02£25T = (e + T+ 8P —(z4+T)V = (2+ 85 +2% =
=gz +T+S)+h(z+T+8))=(gle+T)+ h(z+T))-
= (glz + S)+ h(z + 5)) + (g(=) + h(z)) .
Gdy skorzystamy z okresowoéci funkeji g i h, to okaze sig e* = (cos Zr 4 jsin 25)% = cos ZET 4 jsin Er Zatem, % = 1
natychmiast, ze wyrazenie po prawe) stronie jest réwne 0. Wykazana wtedy i tylko wtedy, gdy cos létl =1, zaé sin Zt"‘ﬂ'

sprzecznosd dowodzi tezy zadania.

(A-ca)l+en+ed ¥ Y=o,
czyli wtedy i tylko wtedy, gdy
l—el=(ltenteld el ) =(entel . +eb)=0.

Na mocy wzoru de Moivre'a

n ™ 5 S

= 0, czyli gdy k
Jest calkowita wielokrotnoscia n, co bylo do udowodnienia.
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