
Klub 44

Termin nadsylania rozwiazan:
30 VI 1996

Liga zadaniowa Wydzialu Matematyki, Informatyki i Mechaniki,
Wydzialu Fizyki Uniwersytetu Warszawskiego i Redakcji Delty

Skrót regulaminu
Kazdy moze nadsylac rozwiazania zadan z numeru .n w terminie do konca miesiaca n + 3. Szkice

rozwiazan zamieszczamy w numerze n + 4. Mozna nadsylac rozwiazania czterech, trzech, dwóch
lub jednego zadania (kazde na oddzielnej kartce), mozna to robic co miesiac lub z dowolnymi

przerwami. Rozwiazania zadan z matematyki i z fizyki nalezy przesylac w oddzielnych kopertach,

umieszczajac na kopercie dopisek: Klub 44 M lub Klub 44 F. Oceniamy zadania w skali od O

do 1 z dokladnoscia do 0,1. Ocene mnozymy przez wspólczynnik trudnosci danego zadania:
WT = 4 - 3S/N, gdzie Soznacza sume ocen za rozwiazania tego zadania, a N - liczbe osób,

które nadeslaly rozwiazanie chocby jednego zadania z danego numeru w danej konkurencji (M
lub F) - i tyle punktów otrzymuje nadsylajacy. Po zgromadzeniu 44 punktów, w dowolnym czasie
i w którejkolwiek z dwóch konkurencji (M lub F), zostaje on czlonkiem Klubu 44, a nadwyzka

punktów jest zaliczana do ponownego udzialu. Trzykrotne czlonkostwo - to tytul Weterana.
Szczególowy regulamin zostal wydrukowany w numerze 2/1996.

Zadania z matematyki nr 317, 318

317. Wyznaczyc najwieksza liczbe naturalna n, dla

której istnieja wielomiany drugiego stopnia F, G, H,
o wspólczynnikach rzeczywistych, spelniajace warunek:

H(G(F(k))) = Odla k = 1,2, ... , n.

Zadanie 318 zaproponowal Pan Henryk Pawlowski z Torunia.

Rozwiazania zadan z matematyki z numeru 11/1995
Przypominamy tresc zadan:

309. Elipse {(x, y): 49x2 + y2 ~ 100} dzielimy na dwie czesci prosta

przechodzaca przez punkt (1,1). Obliczyc najmniejsza mozliwa
wartosc pola mniejszej czesci.

Redaguje Marcin E. KUCZMA

318. Dowiesc, ze dla kazdej pary liczb naturalnych
m, n ;?: 2 zachodzi równosc

310. Szesc par malzenskich zasiada w rzedzie teatru. Ile jest

mozliwosci rozsadzenia, przy których zaden lnaz nie zajrnuje miejsca

obok swej zony?

Mozliwe sa dwie sytuacje, w których dokladnie jedna para jest

nierozdzielona: albo ta para zajmuje dwa skrajne miejsca od

lewej strony, albo jakies dwa inne miejsca. Pierwsza z tych

sytuacji mozna zrealizowac na 2nAn_l sposobów (n mozliwosci

wyboru pary, 2 warianty usadzenia tej pary, oraz An-l

rozsadzen pozostalych n-l par). Teraz druga sytuacja:

nierozdzielona para zajmuje miejsca o numerach k i k + 1, gdzie

k ?: 2. Przesadzamy osobe z miejsca k na lewy skraj rzedu,

a wszyscy zajmujacy miejsca od numeru 1 do k - 1 przesuwaja

sie o jedno miejsce w prawo; powstaje konfiguracja, w której

wszystkie pary sa rozdzielone. Na odwrót, majac dowolne

rozsadzenie z wszystkimi parami rozdzielonymi, przesuwamy

osobe z lewego skraju rzedu na miejsce bezposrednio z lewej

strony jej/jego malzonka, a grupe osób, która ich rozdzielala

przesuwamy o jedno miejsce w lewo.

309. Dana elipsa E ma pólosie a = Jf, b = 10; jej pole

równa sie S = 1rab = Jf1f'. Podstawienie t = 7x wyznacza

przeksztalcenie afiniczne f: (x, y) >-+ (t, y), przeprowadzajace

elipse E na kolo K = {(t, y): t2 + y2 :S 100} (o promieniu

r = 10), a punkt P = (1,1) - na punkt Q = (7,1), którego

odleglosc od srodka 0= (0,0) kola K wynosi.J5Q, czyli r/-/2.
Cieciwa AB kola K, prostopadla do odcinka OQ, jest wiec

bokiem kwadratu ABCD wpisanego w to kolo. Obszar G

zawarty miedzy cieciwa AB a lukiem AB jest najmniejsza

czescia kola K, jaka moze odciac prosta przechodzaca przez

punkt Q; jego pole równa sie (1f' - 2) / (41f') pola kola. Stosunek

pól figur jest niezmiennikiem przeksztalcen afinicznych. Wobec

tego zbiór f-l (G) jest naj mniejsza czescia elipsy E, jaka

moze odciac prosta przechodzaca przez punkt P, a pole tej

minimalnej czesci wynosi S· (1f' - 2)/(41f'), czyli ?f(1f' - 2).

310. Rozwazamy analogiczne zagadnienie dla n par malzonków.

Niech An bedzie liczba tych rozsadzen, przy których zaden

maz nie sasiaduje za swoja zona, i niech Bn bedzie liczba tych

rozsadzen, przy których dokladnie jedno malzenstwo zajmuje

sasiednie miejsca. Udowodnimy dwie zaleznosci rekurencyjne:

(1)

(2)

Bn = An + 2nAn_l ,

Bn = 2n[(2n - l)An-l + Bn-l]'

Te operacje (wzajemnie odwrotne) ustalaja bijekcje miedzy

zbiorem rozsadzen z jedna para nierozdzielona (ale nie na

lewym skraju rzedu!) a zbiorem rozsadzen z wszystkimi parami

nierozdzielonymi - czyli zbiorem o licznosci An.

Obie rozpatrzone sytuacje odpowiadaja dwóm skladnikom po

prawej stronie wzoru (1) i dowodza jego slusznosci.

Wezmy ponownie pod uwage uklad, w którym dokladnie

jedno malzenstwo ("panstwo Nowakowie") siedzi na sasiednich

miejscach. Wyobrazmy sobie, ze przyszli oni jako ostatni,

zastajac n-l par juz siedzacych w jakiejs kolejnosci. Albo

wszystkie te pary byly rozdzielone (An-l mozliwosci),

a panstwo Nowakowie siedli na lewym skraju, na prawym

skraju, badz miedzy dwiema juz siedzacymi osobami (razem

2n - 1 mozliwosci) - albo tez dokladnie jedna sposród n-l par

byla nierozdzielona (Bn-l mozliwosci), a panstwo Nowakowie

wcisneli sie wlasnie pomiedzy tych malzonków. To daje

wyrazenie w nawiasie kwadratowym we wzorze (2). Przed

nawiasem mamy czynnik 2n bioracy sie stad, ze w roli "panstwa

Nowaków" moze wystapic kazda sposród n par i ze pan Nowak

moze usiasc z lewej lub z prawej strony swej zony. W ten sposób

dostajemy równosc (2).

Przyrównujac prawe strony (1) i (2) oraz podstawiajac

w miejsce Bn-l prawa strone wzoru analogicznego do (1) (z n

zastapionym przez n-l) otrzymujemy - po uporzadkowaniu

- rekurencje drugiego rzedu:

(3) An = 2n[(2n -l)An_l + (2n - 2)An_2] (dla n?: 3).

Oczywiscie, Al = O, Bl = 2; stad B2 = 8 (wzór (2)), A2 = 8

(wzór (1), i stosujac kilkakrotnie wzór (3) znajdujemy szukana
wartosc A6 = 168422400.

Uwaga. Mozna udowodnic (korzystajac ze wzoru (3) lub stosujac

inne rozwazania kombinatoryczne), ze
n

An = L G) (2n - k)!( -2)\
k=2

pytanie, czy te sume da sie "zwinac" ...
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-- 215. Kwadrat zbudowany jest ze sztywnych pretów o dlugosci a polaczonych

w wierzcholkach przegubowo i sprezyscie. Zmiana kata w wierzcholku o O' (tak, ze staje
sie on równy 90° + O' lub 90° - 0') powoduje wystapienie momentu sily równego kO'

o zwrocie przywracajacym kat 90°. Obliczyc okres malych drgan deformujacych

kwadrat do rombu, jesli:

a) w wierzcholkach znajduja sie masy punktowe m, a poza tym prety sa niewazkie,

b) w srodkach pretów znajduja sie masy punktowe m, a poza tym prety sa niewazkie,

c) kazdy pret ma mase m rozlozona jednorodnie.

216. Ocenic minimalna wielkosc liter na powierzchni Ziemi pozwalajaca odczytac

w swietle widzialnym napis z satelity krazacego na wysokosci 400 km, przy uzyciu

przyrzadów optycznych o rozmiarach nie przekraczajacych 1 m.

Uwaga. Istnieja metody komputerowego przetwarzania obrazów, które zmniejszaja

nieostrosc i poprawiaja zdolnosc rozdzielcza. W rozwiazaniu nalezy to pominac.

Redaguje Jerzy B. BROJANZadania z fizyki nr 215, 216

44,•

Rozwiazania zadan z fizyki z numeru 11/1995

Przypominamy tresc zadan:

Rys. l

or_-:.~--(F)
207. Monopol magnetyczny jest hipotetyczna czastka wytwarzajaca pole magnetyczne opisane
wzorem

/lo r
B = g 4,,;:3 (g - ladunek magnetyczny).

Zalózmy, ze do unieruchomionego monopol a o ladunku magnetycznym g zbliza sie czastl<a o masie m

i ladunku elektrycznym q. W chwili poczatkowej czastka ma predkosc v, jej odleglosc od monopola

jest równa T, a kat miedzy wektorem predkosci i wektorem wodzacycm i' wynosi e (rys. l). Obliczyc

minimalna odleglosc zblizenia czastki do mono pola.

208. Aby belka podparta w srodku nie przelamala sie pod wlasnym ciezarem, jej dlugosc nie

powinna przekraczac wartosci 1,. Jaka maksymalna dlugosc 12 moze osiagnac bez zlamania belka

podparta w dwóch punktach i w których punktach nalezy ja podeprzec? Wymiary poprzecznego

przekroju belek i rodzaj materialu sa ustalone.

Czolówka ligi zadaniowej
Klub 44 F

po uwzglednieniu ocen rozwiazan

zadan 201 (WT=1,12) i 202 (WT=3,16)
z numeru 8/1995

Artur Ga.wryszcza.k - Dubeczno 45,78
Aleksa.nder Surma. - Myszków 30,79
przemysla.w Gadzinski - Sroda. Sl. 24.43

Przemyslaw Gworys - Czestochowa. 24,39
Ja.roslaw Lazuka. - Warsza.wa. 20,14

207. Podstawmy do równania F = ma sile Lorentza F = qv X B. Otrzymujemy

dv q9/Lo r-= --v x-.
dt 47rm r3

Podobnie jak dla kazdego innego pola magnetycznego, wynika stad wniosek, ze v . (dv /dt) = O,

czyli lvi = const. Dodatkowo mamy r· (dv/dt) = O, zatem ft(r. v) = ~~. v = v2 = const,
r . v = v2t + c. Odpowiednio przesuwajac poczatek osi czasu mozemy polozyc stala c równa O

- wtedy w chwili poczatkowej mamy t = r . v /v2. Dalej ftr2 = 2r . v = 2v2t, r2 = v2t2 + d

(d - stala). Widzimy, ze minimalna wartosc r jest równa .Jd, a podstawiajac wartosci r i t

w chwili poczatkowej uzyskamy rozwiazanie

rmin = Vr2 - (r· v)2/v2 = r sinO.

Ciekawe, ze chociaz pole monopola wplywa na ruch czastki odchylajac go od linii prostej,

to zaleznosc r i r . v od czasu jest taka, jak dla ruchu jednostajnego prostoliniowego.

Rys.2

Rys.3

208. Zlamanie belki w danym punkcie zalezy od momentu sily wywieranego przez jedna

czesc belki na druga. Dla belki podpartej w srodku najwiekszy moment zginajacy wystepuje

w punkcie podparcia, natomiast dla belki z rysunku 3 oprócz punktów podparcia nalezy tez

wziac pod uwage punkt srodkowy (nietrudno wykazac, ze w innych punktach moment jest

mniejszy). Na granicy wytrzymalosci wszystkie te momenty sa równe, skad wynika ze:

a) punkty podparcia z rysunku 3 leza w odleglosci 11/2 od konców belki,

b) spelnione jest równanie

elr9 11 _ el29 (12 11 )-2-4--2- 4-2" '
gdzie e - masa belki na jednostke dlugosci. Otrzymujemy 12 = 11(1 +h).

Rozwiazanie zadania M 765. Zalózmy, ze f = g + h, przy czym

funkcja g jest okresowa o okresie T :p O, a funkcja h - okresowa

o okresie S :p o. Wówczas

O :p2ST = (x + T + S)2 - (x + T)2 _ (x + S)2 + x2 =

= (g (x + T + S) + h(x + T + S)) - (g (x + T) + h(x + T»)­

- (g(x + S) + h(x + S) + (g(x) + h(x»).

Gdy skorzystamy z okresowosci funkcji g i h, to okaze sie

natychmiast, ze wyrazenie po prawej stronie jest równe o. Wykazana

sprzecznosc dowodzi tezy zadania.

Rozwiazanie zadania M 766. Poniewaz en :p l, wiec

1 + en + e~ + ... + e~-l = O wtedy i tylko wtedy, gdy

(l - en)(l + en + e~ + ... + e:-l) = O,

czyli wtedy i tylko wtedy, gdy

1- e: = (l +en +e~ + ... +e:-')- (en +e~ + .. +e~) = O.

Na mocy wzoru de Moivre'a

c~ = (cos 2;: + isin 2;:)k = cos 2~1r + isin 2~t7t". Zatem) t~ = 1

wtedy i tylko wtedy, gdy cos 2~~ = l, zas sin 2~,~ = 0, czyli gdy k

jest calkowita wielokrotnoscia n, co bylo do udowodnienia.
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