Kacik olimpijski (15)

O pewnej sprytnej metodzie, I

Niech P bedzie niepustym podzbiorem zbioru liczb rzeczywistych
i funkcja f: P — R spelnia warunek f(z) > 0 dla kazdego x € P.
Jeseli liczby z1, ..., & nalezg do P, to f(z1)+ ...+ f(za) 2 0.

To oczywiste stwierdzenie moze staé si¢ cennym narzedziem do
rozwiazania niektérych, czasami nielatwych, zadan olimpijskich.
Cala trudnoéé w tego typu zadaniach polega jedynie na sprytnym
dobraniu funkcji f (stad tytul). Zacznijmy od nastgpujacego

przykladu:

1. Wyznaczyé wszystkie ciagi (21,. ..
ktorych

,Zp) liczb rzeczywistych, dla

Wszystkie hierarchie koscielne odnotowaly,
ze jest to sprzeczne z ich doktryna (inna
sprawa, czy jest to poglad sluszny). I co?

I nic. Starcia religijne i tworzenie nowej
mapy politycznej juz zostaly zakonczone.
Nie bylo warto roznieca¢ nowych stoséw

z powodu jakiego$ tam wyniku naukowego.

Ta réznica miedzy losami rezultatu
Kopernika i Newtona jest chyba
dostatecznie jaskrawym dowodem dla
kazdego, kto chcialby watpi¢ w Scisty

zwiazek nauki z polityka. Méwie o tym,
bo takich pigknoduchéw ciagle si¢ jednak
spotyka.

Nowy wzorzec nauki, stworzony

\/:r:f+:t:§+...+a:ﬁ={/x:i’+:c§+...+z§=\"/xf+zg+...+x;‘,.

Rozwigzanie. Niech a = y/z} + z3 + ...+ z2. Rozpatrzmy
funkcje f: R — R dana wzorem f(z) = z(z — a)?. Zalézmy,

e (&1,...,2,) jest pewnym ciagiem liczb rzeczywistych

speliajacym dane réwnoéci. Poniewaz f(z) > 0 dla kazdego
rzeczywistego , wiec réwniez f(z;) >0dlai=1,2,...,n.

n

Mamy: Y f(z:) =) (¢} — 2z} +d’z}) =
i=1

T . 5
=Y =f— 202::? + azzx? —
i=1 i=1 i=1
=a?=2a-a®4+a®-a®2=0.
Zatem suma liczb nieujemnych f(zi),..., f(zn)
wynosi 0, a to mozliwe jest jedynie wtedy, gdy kazda
z liczb f(z1),..., f(zn) réwna si¢ 0. A poniewaz

wielomian f ma tylko dwa pierwiastki: 01 a,
wiecz; =0 lubz; =adlai=1,...,n. Stad
latwo dostajemy, ze kazde rozwiazanie w liczbach
rzeczywistych danego ukladu ma postaé: z; = p,
z; = 0 dla kazdego j réinego od i, gdzie p jest
dowolna liczba dodatnig.

2. Wyznaczy¢ wszystkie takie liczby naturalne n > 2,
ze nieréwnoscé

(¥) a+ai+...4a2>an(a1+az+...+a,1)
zachodzi dla dowolnych liczb rzeczywistych
ay,0az2,...,0n.

Rozwigzanie: Ustalmy n € N i weimy funkcje

f(z) = 2% —apz + a2 /(n —1). Jesli dla

dowolnej liczby rzeczywistej a, tréjmian f

ma co najwyzej jeden pierwiastek rzeczywisty,

to dla dowolnych liczb rzeczywistych

ay,...,0,_1jest fla;)+ ...+ flan—1) > 0, czyh
al+...+a2 > an(a1 + ...+ ay—1). Jedli dla pewnego
rzeczywistego a, tréjmian f ma dwa rézne pierwiastki
rzeczywiste, powiedzmy e i1 8 (o < g3), to dla
dowolnych liczb rzeczywistych by,...,b,—1 € (a, )
jest f(b1)+ ...+ f(bn-1) < 0, co jest réwnowazne
nieréwnoéci b7 + ...+ b2_; + a2 < an(b1 + ...+ bay).

w XVII wieku, obowiazywal co najmniej
do korica XIX stulecia. A czy obowiazuje
dzi$? Wiele wskazuje na to, Ze nie. Trudno
jednak jest wyrokowaé kategorycznie, péSki
nie zrozumie si¢ istoty nowej propozycji.
A ja, niestety, na razie zobaczyé jej nie
umiem.

Tak wiec wiedy nieréwnosé¢ () nie jest prawdziwa dla
dowolnych liczb rzeczywistych. Liczby b1, ...,bn_1,an
stanowia kontrprzyklad! Udowodnilismy w ten
sposéb, ze nieréwnoéé (*) zachodzi dla dowolnych
liczb rzeczywistych aq,...,a, wtedy 1 tylko wtedy,
gdy tréjmian kwadratowy f ma co najwyzej

jeden pierwiastek rzeczywisty. Jeszcze tylko
formalnoéé: obliczenie ,,delty” i zbadanie jej znaku,
co pozostawiamy Czytelnikowi.

Jakie funkcje nalezy dobraé, aby rozwiazaé ponizsze
zadania?

3. Wyznaczy¢ wszystkie ciagi (21,...,2,) liczb
rzeczywistych spelniajace réwnanie:

\/z§+a:§+...+a:3.= {/ar?+a:g+...+x;~1.

4. Dane sa liczby rzeczywiste z1,..., 2,

o sumie réownej 0. Niech m bedzie najmniejsza,
M za$é najwieksza z tych liczb. Dowies¢,
ezl 4 ...+ 22 <—nmM.

5. Liczby rzeczywiste z,,...,z, spelniaja warunki:
Soh 2 =0,3 71, 27 = 1. Udowodnié, ze spoéréd
tych liczb mozna wybraé dwie, ktérych iloczyn jest
nie wigkszy niz —1/n.

6. Niech n > 4. Rozne liczby rzeczywiste z1,...,x,
spelniaja warunki: ) 0_ 2, =0, Y7 27 = 1.
Udowodnié, ze spoéréd tych liczb mozna wybraé takie
cztery rézne liczby a, b, ¢, d, ze

a+b+c+nabcgzz?Sa+b+d+nabd.

i=1
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