
Dwuwymiarowy Wszechswiat
Otaczajaca nas przestrzen jest wprawdzie trójwymiarowa,

nic jednak nie stoi na przeszkodzie w rozwazeniu modelu

dwuwymiarowego Wszechswiata, najprostszego z mozliwych,

to znaczy newtonowskiego. Poniewaz o makroskopowej budowie

Wszechswiata decyduja sily grawitacji, zastanówmy sie nad

dwuwymiarowym prawem powszechnego ciazenia.

Najpierw znajdziemy potencjal grawitacyjny masy punktowej.

Jest on rozwiazaniem równania Laplace'a

t;.V(r) = O

dla r > O (r oznacza odleglosc punktu od masy punktowej m).

Jest to prawda niezaleznie od wymiaru przestrzeni, natomiast

rozwiazanie tego równania juz od wymiaru zalezy. Zamiast

rozwiazywac równanie rózniczkowe mozemy sformulowac

problem w równowaznej, lecz prostszej postaci. Natezenie pola

grawitacyjnego, ;:;= - V'V, spelnia prawo Gaussa mówiace,

ze strumien pola grawitacyjnego przez zamknieta powierzchnie

jest proporcjonalny do calkowitej masy znajdujacej sie wewnatrz

tej powierzchni. W przypadku, gdy istnieje symetria, pozwala to

niekiedy obliczyc natezenie pola. Jako zamknieta powierzchnie

wybierzmy sfere o promieniu r, w srodku której znajduje

sie masa m. Strumien pola przez powierzchnie tej sfery jest

równy -yS, gdzie S jest polem powierzchni. Mozemy wiec zapisac

prawo Gaussa w postaci

-yS = km,

gdzie k jest pewna stala. W dwuwymiarowym przypadku

ta sfera jest okrag, a polem powierzchni jego dlugosc. Tak wiec

km '
"1= -

21fr

w dwóch wymiarach, oraz -y = 4:":2 w trzech wymiarach.

Kierunek natezenia pola jest radialny. Wielkosc G = 4k"

w trójwymiarowym Wszechswiecie nosi nazwe stalej grawitacji.

Przez analogie mozemy wprowadzic takze dwuwymiarowa

stala grawitacji. Znajac natezenie pola, mozemy latwo znalezc

potencjal. W przypadku trójwymiarowym jest to doskonale

wszystkim znany potencjal - G; + c, natomiast w przypadku
dwuwymiarowym otrzymujemy

V(r)=Gmln~.
ro

Obie stale c i ro sa okreslone przez wybór miejsca, gdzie

potencjal znika. Logarytmiczna zaleznosc potencjalu od

odleglosci ma nieoczekiwana konsekwencje; poniewaz logarytm

jest funkcja nieograniczona, druga predkosc kosmiczna

w dwuwymiarowym Wszechswiecie jest nieskonczona. Tak wiec

kazde cialo obdarzone masa jest laplasowska czalna dziura!

Takze potencjal elektrostatyczny w dwuwymiarowym

Wszechswiecie zmienia sie logarytmicznie. Energia jonizacji

dwuwymiarowego atomu wodoru bylaby nieskonczona, zupelnie

inne byloby jego widmo. W konsekwencji calkiem inna bylaby

dwuwymiarowa fizyka, chemia i biologia. Takie dwuwymiarowe

zycie (gdyby istnialo) musialoby rzadzic sie odmiennymi

prawami. Ale to juz zbyt daleko idace spekulacje ...
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Z równania wzgledem Xl oraz X2, a takze z równania

v' L2 - R2 = ~ dostajemy

.. jgL L - RX, = XCM + y 8 -L+R

.. JgL L+ RX2 = XCM + 8 - L _ R '

gdzie XCM = VSF + gt. Podstawiajac wartosci t,. oraz I,

w miejsce R dostajemy, ze X, w kOlkowej chwili jest f~. Warto
zauwazyc, ze gdy t - tk eR -+ L), to predkosc kotlet\. poruszajacego

sie do góry dazy do nieskonczonosci, jednoczesnie Inaleje jego n1Q,sn.;

tak ze energia kinetyczna pozostaje Skollczona.
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XCM = -L + -t + -gt'
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(w chwili gdy lina odrywa sie od preta XCM = JiL,

:reM = ~f= ~~). Znajac XCM oraz R wyznaczamy ;t'l oraz ·1'2

R R2 R R2

X, = XCM + 2' - 4L X2 = -.VCM + :;: + 4L

W chwili tk mamy XCM = fe ( ~: + 1) ;:;;0,217 L

L ( ,,2)
X, = - 5 + - ;:;;0,467L (0,967 L ponizej preta)16 4

L ( ".2)
X2 = - 11 - - ;:;;0,533L (0,033L powyzej pr~ta)16 4 .

1 ·2 ..

XCM = 2L (R + RR)-

- ~(x2 - xI).
2

Z równan ruchu otrzymujemy

(srodek masy spada swobodnie).
Zatem

czyli

XCM = g

czyli

XCM =

Polozenie srodka masy jest
równe

Stad

~. rgvVL2_R2R=Y2-2-

od to = Odo tk (czyli do chwili, gdy lina jest wyprostowana, a wiec

R = L) dostajemy

l .')
(L + R):", = g(L + R) - 2K ,

1 . o

(L - R)X2 = g(L - R) + 2K,

gdzie R = X, + X2. Pierwsze równanie mnozymy przez L - R, drugie

przez L + R i dodajemy je stronami, skad

(L2 _ R2)R = il.2R,

Calkujac równanie

co jest równowazne równaniu

(L 2 _ R2)il.2 = ",2 = const.

vVartosc stalej", wyznaczamy z warunku poczatkowego

L .. 1 r;-:
Xl=X2=2V2 Xl=X2=2VLg

(jesli L = 1, totk = 0,43 s).

Rozwiazanie zadania F 424. Kiedy lina juz sie oderwie od preta,

predkosc i przyspieszenie tego jej fragmentu, który porusza sie

w góre, staja sie wieksze od predkosci i przyspieszenia fragmentu

poruszajacego sie w dól. W konsekwencji punkt zgiecia liny zaczyna

sie poruszac w góre. Równania ruchu maja postac

1 ) .. 1 (
2,,(L + X, + X2 X, = 2"g L + X, + X2) - T ,

1 ).. 1 ( )
2,,(L - :V, - X2 X2 = T - 2"g L - Xl - X2 .

Zgiecie liny mozemy potraktowac jako impuls falowy poruszajacy

sie z predkoscia l;(.i:, + X2). Predkosc fali rozchodzacej sie w strunie

o gestosci" i nal;rezeniu T jest równa ~, zatem

1
T = -,,(x, + X2)2 .
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PrzepiSZl11Y równania ruchu w postaci

"'=
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