
Lista uczestników

ligi zadaniowej Klub 44 M

po uwzglednieniu ocen rozwiazan

zadan 301 (WT=2,03) i 302 (WT=2,14)

z numeru 5/1995
Mirosla.w Matt.'~ga. 43,59
Toma.sz Wietecha. - 2- 12,33

Leslaw Skrzypek - 2- '11,36
Adam Czornik - 2- 41,29
Piotr Lipinski 37,82

Jan Cia.ch - 4- 37,72

Tadeusz Józefczyk - 2- 36,66
Henryk Kornacki - 2- 36,45

Krzysztof Zapisek 35,10
Tomasz Kulpa - 1- 34,45
Marek Karas 31,81

Piotr Zmijewski 29,84
Jerzy \Vitkowski 28,97

Mikolaj Rotkiewicz - 1- 25,42
vVojciech Maciak 22,27

Krzysztof Parol 21,26
Jaroslaw Lazuka. 21,23
Kazimierz Serbio - 3- 20,69

Andrzej Dudek 20,69
Konrad Pa,tkowski 30,69

Legenda (przykladowo): stan konta

4-37,72 oznacza, ze uczestnik juz

czterokrotnie zdobyl 44 punkty,

a w kolejnej (piatej) rundzie ma 37,72

punktów.

Zestawienie obejmuje wszystkich

uczestników ligi, którzy spelniaja

nastepujace dwa warunki:

- stan ich konta (w aktualnie

wykonywanej rundzie) wynosi co najmniej

20 punktów;

- przyslali rozwiazanie co najmniej

jednego zadania z rocznika 1993, 1994
lub 1995.

Nie drukujemy wiec nazwisk tych

uczestników, którzy rozstali sie z liga trzy

lata temu (lub dawniej); oczywiscie, jesli

ktokolwiek z nich zdecyduje sie wrócic

do naszych matematycznych lamiglówek,

jego nazwisko automatycznie wróci na

liste· Serdecznie zapraszamy'

Weterani Klubu 44 M (w kolejnosci

uzyskiwania statusu Weterana):

J. Janowicz (8), P. Kaminski (5),

M. Galecki (5), J. Uryga (4),

A. Pawlowski (4), D. Sowizdrzal,

T. Rawlik, M. Mazur, A. Bonk,

I<. Serbin, J. Ciach (4), M. Prauza,

P. KumOl·, P. Gadzillski (4), K. Jedziniak,
J. Olszewski

(jesli uczestnik przekroczyl bariel'e

44 punktów wiecej niz trzy razy,

sygnalizuje to cyfra w nawiasie).

Pozostali czlonkowie Klubu 44 M

(alfabetycznie; nie powtarzamy nazwisk

figurujacych na liscie powyzej):

"dwukrotni": Z. Bartoid, P. Jedrzejewicz,

H. Kasprzak, T. Komorowski, Z. Koza,

D. Kurpiel, J. Malopolski, J. Mikuta,

E. Orzechowski, H.. Pagacz, I<. Pióro,

S. Solecki, G. Zakrzewski;

"jednokrotni": T. Bieganski,

W. BoratYllski, M. Czerniakowska,

P. Figurny, M. Fiszer, Z. Galias,

L. Gasinski, A. Gluza, T. Grzesiak,

I<. Hryniewiecki, I<. Jachacy,

M. Kasperski, .J. Kraszewski,

A. Krzysztofowicz, P. Kubit,

A. Langer, R. Latala, P. Lizak,

J. Mandziuk, M. Marczak, R. Mazurek,

H. Mikolajczak, M. Mikucki,

J. Milczarek, R. Mitraszewski,

W. Olszewski, W. Pompe, M. Roman,

A. Ruszel, J. Siwy, A. Smolczyk,

Z. Sm'duka, T. Szymczyk, W. Szymczyk,

K. Trautman, P. Wach, K. Witek,

A. Wyrwa, M. Zajac, Z. Zaus,
K. Zawislawski.

Klub 44
Liga zadaniowa Wydzialu Matematyki, Informatyki i Mechaniki,
Wydzialu Fizyki Uniwersytetu Warszawskiego i Redakcji Delty

Regulamin

1. Wydzial Matematyki, Informatyki i Mechaniki Uniwersytetu Warszawskiego, Wydzial Fizyki

Uniwersytetu Warszawskiego oraz Redakcja miesiecznika Delta organizuja konkurs - lige zadaniowa

pod nazwa Klub 44.

2. Zadania konkursowe sa oglaszane w miesieczniku Delta, po cztery zadania w kazdym numerze:

dwa z matematyki i dwa z fizyki, z dwumiesieczna przerwa (nr 7 i 8 kazdego roku).

3. Uczestnikiem ligi moze byc kazdy.

4. Uczestnictwo w lidze polega na rozwiazywaniu zadan konkursowych i przysylaniu opracowanych

rozwiazan do redakcji Delty. Uczestnikiem zostaje sie po przyslaniu rozwiazania co najmniej jednego
zadania.

5. Moment przystapienia do ligi mozna wybrac dowolnie. Nie ma koniecznosci rozwiazywania zadan

z kazdego miesiaca.

6. Rozwiazania zadan z numeru n nalezy nadsylac do konca miesiaca n + 3 (dodawanie modulo

12; na przyklad termin nadsylania rozwiazan zadan z numeru 11/1995 uplywa 29 lutego 1996).
W numerze n + 4 podane sa szkicowe rozwiazania.

7. Rozwiazanie kazdego zadania powinno byc pisane na oddzielnym arkuszu papieru oraz pod pisane

imieniem i nazwiskiem. Uczniowie proszeni sa o podanie klasy, studenci - roku i uczelni. Rozwiazania

zadan z matematyki i z fizyki nalezy przysylac w oddzielnych kopertach, z dopiskiem na kopercie:
Klub 44 M lub Klub 44 F.

8. Prace powinny byc samodzielne. Jednobrzmiace rozwiazania pisane przez róznych uczestników nie

beda brane pod uwage.

9. Rozwiazanie kazdego zadania jest ocenione w skali od O do l, z dokladn'oscia do 0,1. Przy ocenie

brana jest pod uwage nie tylko poprawnosc merytoryczna i rachunkowa, lecz takze pomyslowosc

metody i elegancja rozwiazania.

10. Kazde zadanie otrzymuje wspólczynnik trudnosci ustalany po wystawieniu ocen. vVspólczynnik

ten jest liczba pomiedzy l a 4 obliczana wedlug nastepujacej reguly: jesli N oznacza liczbe

osób, które nadeslaly rozwiazanie chocby jednego zadania z danego numeru w danej konkurencji

(matematyka lub fizyka), a S oznacza sume ocen uzyskanych przez wszystkich uczestników za dane

zadanie, wówczas otrzymuje ono wspólczynnik trudnosci WT = 4 - 3S/N. Za nadeslane rozwiazanie

uczestnik otrzymuje w punktacji ligowej liczbe punktów równa iloczynowi uzyskanej oceny przez

wspólczynnik trudnosci (z zaokragleniem do dwóch miejsc po przecinku).

11. Niektóre z zadan mozna znalezc (w brzmieniu identycznym lub bardzo zblizonym) wraz

z rozwiazaniami w róznych ksiazkach i czasopismach. Uczestnicy, którzy w takich przypadkach

przysla zamiast wlasnego rozwiazania dokladny odsylacz do literatury, otrzymaja ocene

maksymalna, pod warunkiem, ze w cytowanym zródle istotnie znajduje sie pelne rozwiazanie

(dowód, obliczenie, konstrukcja).

12. Czytelnicy Delty moga zglaszac propozycje zadan; jesli zadanie nie jest wlasnego autorstwa,

nalezy podawac zródlo. Gdy zadanie wykorzystane w lidze pochodzi z propozycji uczestnika ligi

(tj. osoby, która przyslala juz rozwiazanie jakiegos zadania - por. p. 4), a dostarczone zostalo

wraz z rozwiazanienl (chocby szkicowym, ale poprawnym, ewentualnie odsyl"acZelTI do literatury),
uczestnik otrzymuje ocene maksymalna.

13. Punkty zdobyte przez kazdego uczestnika za rozwiazania poszczególnych zadan, obliczone wedlug

reguly podanej w p. 10, sa sumowane - oddzielnie dla matematyki i dla fizyki. Z chwila osiagniecia

sumy 44 punktów w jednej z tych dwóch dziedzin uczestnik staje sie czlonkiem Klubu 4'1.

14. Po zgromadzeniu 44 punktów (i zostaniu czlonkiem Klubu 44) mozna w dalszym ciagu brac

udzial w konkursie ligowym. Nadwyzka punktów ponad wartosc 44 zostaje zaliczona na poczet

ponownego uczestnictwa w lidze.

15. Trzykrotne uzyskanie czlonkostwa Klubu 44 daje tytul Weterana Klubu 44.

16. Aby uzyskac informacje o swoich wynikach, nalezy przyslac do redakcji Delty kartke pocztowa

(oddzielna dla matematyki i dla fizyki), ofrankowana i zaadresowana do siebie, ze sporzadzona

tabelka z umieszczonymi w jej rubrykach numerami zadan i z pustymi okienkami do wpisania ocen.

Zaleca sie przysylanie takich kartek nie czesciej niz co kilka miesiecy, gdy uzbiera sie material
dotyczacy rozwiazan kilkunastu zadan.

17. Czolówka listy ligowej jest systematycznie oglaszana w miesieczniku Delta. Nazwisko uczestnika

moze byc wymienione w czolówce z nie zmieniona suma punktów co najwyzej trzykrotnie; nastepny

raz ukaze sie wtedy, gdy uczestnik wykona ruch w góre.

18. Raz do roku, w numerze lutowym, drukowane jest omówienie przebiegu konkursu, prezentowane

sa w skrócie ciekawsze rozwiazania i uogólnienia oraz oglaszana jest obszerna czolówka.

19. Czlonkowie Klubu 44 sa zapraszani na spotkania Klubu 44.

20. Organizatorzy zastrzegaja sobie wylaczne prawo interpretacji i moznosc zmian regulaminu.
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214. W ograniczonym obszarze przestrzeni wystepuje zmienne pole magnetyczne wytworzone

przez zewnetrzne zródlo, tak ze woltomierz wlaczony w obwód opasujacy ten obszar

(zob. rys. 2; na rysunkach pole zostalo oznaczone krzyzykami) wskazuje przez pewien czas l V.
Jakie napiecie wskaze w takiej sytuacji:

a) woltomierz wlaczony w podwójna petle (rys. 3), b) woltomierz dolaczony do petli z drutu

oporowego wedlug rysunku 4, c) woltomierz dolaczony do petli z drutu oporowego wedlug

rysunku 5, d) woltomierz dolaczony do petli z drutu nadprzewodzacego wedlug rysunku 4?
W razie potrzeby mozna przyjac upraszczajace zalozenia co do ulozenia przewodów.

W przypadkach b) i c) nalezy pominac wlasne pole magnetyczne petli w porównaniu z polem
zewnetrznym.

Redaguje Jerzy B. BROJANZadania z fizyki nr 213, 214

213. Dwa krazki polaczone ciensza oska, na która nawinieta jest nitka (rys. l), tworza znana
zabawke "jo-jo". Krazki zjezdzajac w dól obracaja sie coraz szybciej, a potem wspinaja sie po

nitce do góry i zatrzymuja sie. Aby zwiekszyc wysokosc osiagana przez "jo-jo" (albo wyrównac

straty energii), grajacy moze wykonywac ruchy pionowe reka trzymajaca górny koniec nitki.

a) Zalózmy, ze w czasie przejscia krazków przez dolne polozenie (gdy nitka jest calkowicie
rozwinieta) górny koniec nitki jest nieruchomy i w kolejnych przejsciach znajduje sie na
jednakowym poziomie. Czy mozna tak nim poruszac w czasie wspinania sie i opadania

krazków, aby je rozpedzic, tzn. aby zwiekszyc predkosc katowa w dolnym polozeniu? Jesli tak,
to opisac prawidlowa metode.

b) Opisac najskuteczniejsza metode rozpedzenia zabawki, jesli w jej dolnym polozeniu górny
koniec nitki nie musi byc nieruchomy. Dla uproszczenia mozna przyjac, ze wytrzymalosc nitki

jest dowolnie duza.

Rys. 1

Rys.5

Rys.3Rys. 2

Rys. 4

Termin

nadsylania

rozwiazan
31 V 1996

Rozwiazania zadan z fizyki z numeru 10/1995

Przypominamy tresc zadal\.:

205. Male naladowane cialo krazy po okregu o promieniu "0

w jednorodnym polu magnetycznym o indukcji Bo. Jesli pole
magnetyczne nie zmieniajac kierunku bardzo powoli wzrosnie lub
zmaleje do wartosci B" to cialo nadal bedzie krazyc po okregu.
Znalezc wzór na promieIi ", nowego okregu.

206. Na prostokatnym stole bilardowym o wymiarach a x b

(a = 1 m, b = 2 m) znajduja sie dwie jednakowe bile o srednicy
d = 6 cm - jedna na srodku stolu, a druga przy srodku krótszego

boku. Chcemy tak uderzyc w druga bile, aby trafila ona

w srodkowa, dalej jedna z bil odbila sie od dluzszego boku stolu,
a druga kolejno od krótszego, dluzszego i znów krótszego, po czym
zderzyly sie ponownie. Ocenic niezbedna do tego dokladnosc

kierunku uderzenia poczatkowego (w stopniach).

2 dB v dt:kin dv
q' 7['" -. -- = -- = mv-.

dt 27rr dt dt

Korzystajac ze wzoru na promien r = ;l!J dochodzimy do
tozsamosci

dB dr-+2-=0,
B r

czyli Br2 = const. Rozwiazaniem jest wyrazenie

1'1 = '·oV(Bo/Bd.

a

b

13/ 2

e:=

A

Rys. 7

Widzimy, ze rysunek 7 jest równowazny rysunkowi 6.

Jesli chwilowo pominiemy srednice kul, to zderzenie

zajdzie wtedy, gdy wektor predkosci wzglednej
V2-VI =[V2 cos(3-vl sin(3,-v2 sin (3-vI cos(3]=v[cos 2(3,- sin 2(3]

bedzie równolegly do wektora AB = [2b, -2a]. TaIcie

"doskonale" zderzenie nastapi wiec dla (3 = (30, gdzie

tg 2(30= a/b (przy podanych wartosciach a i b mamy
(30 = 13,3°). Przyjmijmy teraz, ze (3 1= (30; wtedy, jak mozna

wykazac, minimalna odleglosc srodków bil bedzie równa
2lacos2(3 - bsin2(31. Gdy przyjmiemy, ze ta minimalna

odleglosc jest równa d (bile ledwie sie musna) oraz

podstawimy (3= (30+ 8 (gdzie 8 jest male), otrzymujemy po

przeksztalceniach równanie ~d = 48y a2 + b2.

Pozostaje nam wyznaczyc zwiazek miedzy 8 a szukana

niedokladnoscia kierunku poczatkowego, która oznaczymy
przez e:. Poniewaz bile znajdowaly sie poczatkowo
w odleglosci b/2, wiec zmiana kata o e: pociaga za soba boczne

przesuniecie przy pierwszym zderzeniu o e:b/2. To zas z kolei
- jak mozna sie przekonac z odpowiedniego rysunku - zmienia

kat (3 o 8 = e:b/(2dcos(30) lub tez o 5 = e:b/(2dsin(30), przy czym
pierwszy wzór obowiazuje wtedy, gdy lewa bila (rys. 6) biegnie
dalej torem l, a srodkowa torem 2, natomiast drugi wzór - gdy
jest na odwrót. W pierwszym przypadku mamy wiec wzór

2d5 cos (30 _ d2 cos (30

b - 2bya2 +b2'

Wielkosci a i b w tym wzorze nalezy jeszcze zastapic przez a - d

i b - d (wielkosc bil powoduje zmniejszenie "efektywnych
wymiarów stolu"). Po podstawieniu danych liczbowych
e: ~ 0,00042 rad = 0,024° = 1,4'. W drugim przypadku
zamieniajac cosinus na sinus otrzymujemy e: = 0,34'.

Rys. 6

206. Efekty wynikajace z tarcia, niepelnej sprezystosci odbic

i zderzen, a takze z ruchu obrotowego bil maja wplyw na

prawidlowy kierunek uderzenia poczatkowego, ale ich znaczenie

dla wymaganej dokladnosci tego kierunku jest prawdopodobnie
niewielkie. Dlatego - zwlaszcza przy przyblizonej ocenie

- mozemy te efekty pominac. Oznaczmy przez v predkosc

poczatkowa, przez VI predkosc bili odbitej w strone dluzszego
boku, a przez V2 - w strone krótszego. Stosujac do zderzenia
zasady zachowania pedu i energii nietrudno dojsc do wniosku,

ze bile po zderzeniu pobiegna wzajemnie prostopadle; jesli

przez (3 oznaczymy kat miedzy kierunkiem pierwszej bili

a krótszym bokiem (rys. 6), to VI = V sin (3, a V2 = V cos(3.

Caly tor obu bil

najlepiej jest zobrazowac

"sklejajac" piec rysunków

stolu i przechodzac na

sasiedni rysunek zamiast
odbicia - wtedy, jesli kat

padania równa sie katowi
odbicia, to obraz toru na

nastepnym rystmku lezy
na tej samej prostej.

205. Oznaczmy mase ciala przez m, a jego ladunek przez q.
Zalózmy, ze pole B wzrasta; wtedy, jak wynika z reguly

Lenza, wirowe pole elektryczne bedzie rozpedzalo krazace cialo

(niezaleznie od znaku jego ladunku). W czasie jednego okrazenia
mozemy przyblizyc tor ciala przez okrag, a przyrost jego energii
kinetycznej jest niewielki i równy pracy pola elektrycznego

q fE. dl. Wystepujaca tu calka jest - zgodnie z prawem

Maxwella - równa ~; = 71"1'2~~. Poniewaz czas zakreslenia

przez cialo jednego okrazenia wynosi 2:r, wiec otrzymujemy
równanie
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Rozszerzona czolówka ligi zadaniowej
Klub 44 F

po 200 zadaniach
Artur Gawryszcza.k - Dubeczuo 43,40

Andrzej Borowski - Aleksandrów K. 1-38,48
Zbigniew Galias - Kraków 36,75

Aleksander Surma. - Myszków 2-30,79

Dariusz Wilk - Rzeszów 2.5,57
Przemyslaw Gadzinski - Sroda. Sla.ska 23,31

Przemyslaw Gworys - Czestochowa 2-22,32
Jaroslaw t.azuka. - Warszawa 17,03

Pawel Perkowski - Szczecin 2-13,02

Roman Wencel - Komprachcice 11,60
Stanisla.w Swia.tek - Klodzko 11,12
Piotr Wasylczyk - Warszawa 9,73

Slawomir Oszwaldowski - Grudzia.dz 9,70

Andrzej Rostworowski - Kraków 9,27

Lista obejmuje uczestników, którzy

przyslali co najmniej jedno rozwiazanie
zadania z roczników 1993-1995 oraz

maja w biezacej rundzie na swoim koncie

co najmniej 9 punktów. Cyfra przed

kreska wskazuje, ile razy uczestnik zdobyl
juz 44 punkty.

Pozostali czlonkowie Klubu 44F

(alfabetycznie; liczby w nawiasach
oznaczaja wielokrotnosc przekroczenia

44 punktów): Piotr Bala (3), Anna

Gluza (l), Wieslaw Kacprzak (l), Jerzy

Lipkowski (2), Dzierzyslaw Lipniacki (3),

Boguslaw Mikielewicz (l), Leszek

Motyka (l), Roman Musial (l), Andrzej

Nowogrodzki (l), Tomasz Rawlik (l),
Robert Repucha (l), Adam Sikorski (3),

Jacek Stelmach (l), Leszek Szalast (l),
Piotr Wach (l), Tomasz Wietecha (2).

Dwiescie zadan! To znaczy sto numerów Delty albo dziesiec lat (uwzgledniajac przerwy

wakacyjne). Piekny jubileusz obchodzi liga fizyczna w tym roku! Przypomnijmy:

inauguracja nastapila w styczniu 1985 roku i do konca 1990 roku redagowal lige

p. Andrzej N adolny, po czym przejal ja obecny autor. W ciagu tego dziesieciolecia

przewinelo sie przez lige ponad 220 uczestników, ale zaledwie 4 panie. Czlonków Klubu

mamy obecnie dwudziestu, w tym trzech trzykrotnych, którzy uzyskali w ten sposób

tytul Weterana.

Niestety, w ciagu ostatnich lat otrzymujemy znacznie mniej listów niz poczatkowo.

l choc najnizszy poziom sprzed 2-3 lat zostal ostatnio nieco przekroczony, to wciaz

ponad 10 rozwiazan w jednej serii zdarza sie tylko wyjatkowo. Goraco zapraszamy

wiec do udzialu i spróbowania sil - przede wszystkim mlodziez, ale tez chetnie znów

powitamy tych, którzy kiedys juz uczestniczyli w naszej zabawie, a potem sie wycofali.

W tym roku - jak Czytelnicy moze zwrócili uwage - odnotowalismy powrót do ligi

po 7-letniej przerwie! Czekamy na pomysly nowych, oryginalnych i ciekawych zada.n

(za "kadencji" obecnego autora tylko jedno zadanie pochodzilo od Czytelnika) - moze

ktos zaprojektuje, na przyklad, dalszy ciag przygód inspektora Wnikliwego albo

dr. Falsegranta? Prosimy tez o uwagi krytyczne na temat organizacji ligi, zasad

punktacji, doboru zadan, stopnia ich trudnosci i wszystkich innych kwestii mogacych

wplywac na atrakcyjnosc ligi fizycznej.

Przejdzmy teraz do omówienia ciekawszych zadan z ostatniego roku.

Zadanie 181. [Naladowana powloka kulista rozpryskuje sie; znalezc predkosc fragmentów]

(wspólczynnik trudnosci WT = 2,50, liczba poprawnych rozwiazan LPR = 4). Bezbledne

rozwiazania nadeslali A. Rostworowski, A. Surma i S. Swiatek, a poprawne (obarczone

tylko niescisloscia uzasadnienia) - P. Gadziilski. Kilku Czytelników uwzglednilo obok energii

potencjalnej oddzialywania elektrostatycznego takze energie oddzialywania grawitacyjnego!

Hm ... niby racja, rzeczywiscie o tym nie pomyslalem ... ale wplyw tej poprawki ujawnilby

sie tylko przy niezbyt realnych danych liczbowych. Czestym bledem bylo obliczanie energii

potencjalnej powloki ze wzoru Epot = Q . V, z pominieciem czynnika 1/2.

Zadanie 182. [Udowodnic, ze jesli stala sprezystosci sprezyny maleje ze wzrostem temperatury,

to temperatura spada przy rozciaganiu adiabatycznym] (WT = 3,78, LPR = 1). Jest to

typowy przyklad tzw. zwiazku krzyzowego, wynikajacego z II zasady termodynamikj.

Na poziomie akademickim istnieja standardowe techniki rózniczkowe, pozwalajace

wyprowadzac zwiazki miedzy odpowiednimi pochodnymi czastkowymi - ale trudno oczekiwac

od naszych Czytelników znajomosci takich specjalistycznych metod, dlatego dowód podany

w Delcie 12/1994 byl dluzszy i bardziej elementarny. Jedynym z uczestników ligi, który

wzial sie za bary z tym problemem, byl T. Wietecha. Posluzyl sie on - skutecznie, choc

nie bezblednie - zaawansowanym rachunkiem rózniczkowym. Moze nalezaloby unikac

w przyszlosci takich zadall, aby nie premiowac Czytelników o wyzszym od przecietnego

poziomie przygotowania? A moze od czasu do czasu jednak zamieszczac zadanie, na którym

pozostali naucza sie czegos nowego?

Zadanie 186. [Rozpedzanie sie pociagu elektrycznego, gdy przewody trakcji elektrycznej maja

opór] (WT = 3,60, LPR = O). Czyzby sformulowanie zadania "pociag rusza z maksymalnym

przyspieszeniem" bylo niejasne? Rozwiazujacy bezpodstawnie zakladali, ze opór elektryczny

lokomotywy pozostaje staly w czasie ruchu - gdyby tak bylo, to maksymalne, mozliwe do

osiagniecia, przyspieszenie wystapiloby tylko raz w ciagu ruchu, a w innych chwilach byloby

mniejsze. Byc moze rzeczywiscie bylo tu cos niedopowiedzianego i nalezalo sprecyzowac tresc.

Zadanie 192. [Podskok obreczy, do której jest przymocowana masa punktowa] (WT = 3,44,

LPR = O). Tutaj tresc nie budzila watpliwosci, ale wyniki byly równiez bardzo slabe. Tylko

czesc rozwiazujacych potrafila prawidlowo zastosowac zasade zachowania energii, a prawdziwe

"schody" zaczely sie przy sformulowaniu warunku oderwania sie obreczy od podloza. Jakis

elementarny blad swieci tu triumf: Czytelnicy "za dobrze" wiedza o sile odsrodkowej,

zapominajac o tym, ze sila bezwladnosci wystepuje równiez dla ruchu prostoliniowego. Przeciez

podskoczyc potrafi tez zabawka, wewnatrz której ciezarek porusza sie pionowo i o zadnej sile

odsrodkowej nie ma mowy!

I I I I

-I l
Zadanie 194. [Pomiar predkosci nietoperza za pomoca dwóch mikrofonów; laczny sygnal

pulsuje] (vVT = 1,53, LPR = 9). Rozwiazanie wzorcowe polegalo na wyliczeniu róznicy dróg

od nietoperza do jednego i drugiego mikrofonu. Równowazna (i nieco szybsza) metoda bylo

wykorzystanie standardowych wiadomosci o zjawisku Dopplera i dudnieniach - tak postapila

wiekszosc rozwiazujacych. Zdarzal sie tu jednak drobny blad: czestotliwosc pulsowania jest

równa Jdud = h - h, a nie (fI - h)/2. Pozbawione tego bledu byly wyniki Z. Galiasa,

A. Gawryszczaka, P. Gworysa, J. Koniecznego i A. Nowogrodzkiego.

13



Termin nadsylania rozwiazan
31 V 1996 Zadania z matematyki nr 315, 316 Redaguje Marcin E. KUCZMA

!=44

315. Dana jest liczba naturalna n ;:::2. Ile jest permutacji 7r: {l, ... ,n} -;. {l, ... ,n},

dla których nierównosc 7r(k) ;::: k jest spelniona przez dokladnie dwie liczby

k E {l, ... ,n}?

316. Wyznaczyc wszystkie funkcje f: R -;. R spelniajace równanie funkcyjne

xf(x) - yf(y) = (x - y)f(x + y).

Rozwiazania zadan z matematyki z numeru 10/1995

Przypominamy tresc zadan:

307. Liczby dodatnie a, b, c spelniaja nierównosc

(a2 + b2 + C2)2 > 2(a4 + b4 + c4).

Dowiesc, ze sa one dlugosciami boków pewnego trójkata.

308. Dane sa funkcje f, g: R - R o nastepujacych wlasnosciach: f jest funkcja rózniczkowalna,

f/ex) = g(j(x)) dla x E R. Czy funkcja f musi byc monotoniczna (niemalejaca lub nierosnaca)?

307. Teza zadania wynika z prostej do sprawdzenia tozsamosci

(a2 + b2 + c2)2 _ 2(a4 + b4 + c4) =
= (a + b + cH -a + b + cHa - b + cHa + b - c);

mozna bowiem przyjac, ze a :::; b :::; c; pierwsze trzy czynniki powyzszego iloczynu sa wówczas

dodatnie, wobec czego takze czwarty czynnik musi byc dodatni - a to znaczy, ze spelniony jest

warunek trójkata.

308. Wykazemy, ze przy podanych zalozeniach funkcja f jest monotoniczna. Dla dowodu

nie wprost przypuscmy, ze dla pewnej trójki liczb a < b < c zachodza nierównosci

f(a) < f(b) > f(c) lub f(a) > f(b) < f(c); bez straty ogólnosci przyjmijmy pierwszy wariant.

Mozemy takze bez straty ogólnosci zalozyc, ze f(a) ~ f(c) oraz ze f(b) jest maksymalna

wartoscia funkcji f na przedziale (a; c). Niech a bedzie najwieksza liczba w przedziale (a; b),

dla której f(a) = f(a); wówczas

(1) f(x) > f(a) dla x E (a;b).

W przedziale (a; b) istnieja punkty, w których pochodna f' jest dodatnia; niech u bedzie

jednym z tych punktów: u E (a;b), 1'(u) > O. Oznaczmy wartosc f(u) przez A. Zgodnie z (1)

A = f(u) > f(a) = f(a) ~ f(c).

Niech v bedzie najwieksza liczba w przedziale (u;b), dla której f(v) = ,\, i niech w bedzie

najmniejsza liczba w przedziale (b; c), dla której f(w) = A. Tak wiec

(2) f(x) > A dla x E (v;w).

W mysl wanmku zadania liczby f'(u), f'(v), f/ew) sa równe (kazda z nich równa sie g(A)).

Ze spostrzezenia (2) zas wynika, ze f'(v) ~ O, f/ew) :::; o. Stad

f'(u) = f'(v) = f/ew) = O

- wbrew wyborowi punktu u. Sprzecznosc konczy dowód.
******************

J ak kazdy konkurs matematyczny, tak i nasza liga

pragnie zaciekawiac bioracych w niej udzial, a przy

okazji wszystkich Czytelników Delty, intrygujacymi
problemami matematycznymi. Cala reszta - regulamin,

punkty, terminy, wspólczynniki trudnosci, magiczna
liczba czterdziesci i cztery, drukowana co miesiac

czolówka, liczenie Weteranów - to tylko barwna oprawa ...

Traktujmy ja wiec, jak na to zasluguje - jak zabawe.
Bawia sie przy tym zreszta nie tylko jej uczestnicy, ale
i inni Czytelnicy, sledzac na przyklad ruch nazwisk

w "tabeli ligowej" i dziwujac sie od czasu do czasu.
Czemuz to?

Jak wiadomo, zyjemy w kraju, gdzie list z miasta do

miasta, ba - z jednego konca Warszawy na drugi - potrafi
isc kilka godzin lub kilka miesiecy. Kolejka ligowa juz
opracowana, "W T" ustalone, punkty podliczone, czolówka

wydrukowana, numer zamkniety, minely tygodnie -

a tu przychodzi list (nadany terminowo) z dobrym

rozwiazaniem. Albo inaczej: prowadzacy lige z jakiegos
powodu zaglada do starej korespondencji i znajduje
rozwiazanie, które ocenil byl na "zero", bo nie zrozumial

wówczas argumentacji, calkiem - jak sie okazuje przy

ponownym czytaniu - poprawnej. (Nieomylnosc jest
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celem wznioslym, ale nieosiagalnym. ) W takiej sytuacji
postepujemy jak w powiesci Orwella: zmieniamy przeszlosc.

No, nie tak zupelnie: wspólczynników trudnosci juz nie
ruszamy, naliczonych punktów nikomu nie odbieramy - ale
zasluzone punkty brakujace dopisujemy.

Takie ingerencje w przeszlosc mialy juz miejsce
kilkakrotnie; dla obserwatorów nie sa one zazwyczaj

zauwazalne, bo rzadko kiedy zaklócenie punktacji narusza
strefe drukowanej czolówki. Ale otóz wlasnie niedawno

cos takiego sie zdarzylo: nazwisko jednego z uczestników

wykonalo na liscie skok, jakiego, teoretycznie, wykonac
nie mialo prawa. Natychmiast zostalo to dostrzezone

przez wiernych kibiców ligi. Jeden z nich nawet napisal

do nas w tej sprawie. (Odpowiedzi listownej nie otrzymal,
bo adresu nie podal, listu nie podpisal. .. Nawet Delta

dostaje anonimy!)

Poplotkowawszy sobie o "sportowych" aspektach naszej
zabawy, przejdzmy do matematyki. Uczestnicy ligi przyslali

liczne ciekawe uwagi oraz uogólnienia rozwazanych
problemów, nie mówiac juz o rozwiazaniach metodami

bardziej eleganckimi od naszych "firmowych". Oto krótki
przeglad. Gdy zadanie zostalo zrobione przez niewiele osób,
podajemy ich nazwiska.



Zadanie 277. [ao = 1, an+l = (al + ... + an)-l - Vi =?

szereg 2:= a'n jest zbiezny] (wspólczynnik trudnosci WT = 3,46;
liczba poprawnych rozwiazan LP R = 4). To zadanie bylo

juz omawiane przed rokiem (Delta 2/1995) - ale z pomylka,

wymagajaca sprostowania: otóz poprawne rozwiazania przyslali:

P. Gadzinski, T. Kulpa, P. Zmijewski oraz L. Skrzypek

- to ostatnie nazwisko zostalo rok temu przeoczone.

Zadanie 285. [Iloma sposobami mozna polaczyc 10 punktów

(rozróznialnych), aby powstal spójny graf bez zamknietych

cykli (drzewo)?] (WT = 3,29; LPR = 4). Odpowiedz na

analogiczne pytanie dla n punktów brzmi: nn-2. Ten ogólny

wynik podali Autorzy wszystkich prac ocenionych maksymalnie:

P. Gadzinski dochodzi do wzoru rekurencyjnego, jak

w rozwiazaniu "firmowym" ,i wyprowadza wzór ogólny przez

nielatwa indukcje; T. Kulpa stosuje zmyslne kodowanie

badanych drzew ciagami dlugosci n - 2 o wyrazach ze zbioru

{l, ... ,n}; oba te dowody sa za dlugie, by je tu przytaczac.

Zainteresowany Czytelnik znajdzie je, a takze wiele innych

metod, w ksiazce: F. Harary, A Seminar on Graph Theory,

Holt, Reinhart & Winston, New York 1967, s. 70-78 (rozdzial:

J. W. Moon, Val'ious PToofs of Cayley's F07'mula for Counting

Tnes); taki odsylacz podaje L. Skrzypek, wraz z informacja,

ze jest tam 10 róznych dowodów (!); natomiast M. Matlega

odsyla do ksiazki: J. L. Kulikowski, Zarys Teorii Grafów, PWN

1986, tw. 9.1, s. 354.

Redaktor ligi zadaniowej wyraza szczera skruche z powodu tak

niefortunnego wyboru zadania ...

Zadanie 288. ran = rr~=o(~); lim a~/n2 =?] (WT = 2,87;

LPR = 6 (10 ?)). Sposród szesciu bezblednych rozwiazan, piec

(M. Kasperski, L. Skrzypek, P. Gadzinski, T. Kulpa,

P. Zmijewski) opiera sie na wzorze Stirlinga - tak jak

rozwiazanie "firmowe" (dalsze cztery prace "zasadniczo

poprawne" , z uzyciem wzoru Stirlinga lub wlasnosci calek,

zawieraja dosc istotne lulei). Szóste bezbledne rozwiazanie,
korzystajace ze znacznie skromniejszych srodków, przyslal

A. Dudek, uczen Technikum Samochodowego. Oto szkic

(po adaptacji):

Ciag o wyrazach ak = k!ek-l k-k jest rosnacy, a ciag o wyrazach

rk = k!ek(k - 1)k-lk-2k jest malejacy (aby sie o tym

przekonac, wystarczy zbadac ilorazy ak+1!ak oraz rk+1!rk);

przy tym 1'2 < 1 < a2, wiec dla wszystkich k :2: 2 zachodza

nierównosci l' k < 1 < a k, które mozna równowaznie zapisac tak:

(k - l)k-l kk
_____ ek < _ < ek-l ,

kk k!

Ponadto (por. rozwiazanie "firmowe") zachodzi równosc
k n n k

ak k II ak IIk-- = - . Stad an = al -- = - i z uzyskanych
ak-l k! ak-l k!

"=2 k=2

nierównosci wynikaja oszacowania:

k=2

< II k-l - 2+.+(n-l) < en2/2
an e _ e ,

k=2

które po podniesieniu stronami do potegi 1/n2 daja, na mocy

twierdzenia o trzech ciagach, wynik: lim a~/n2 = el /2.

Zadanie 290. [a" > O dla n E N =? ciag o wyrazach

bn = ((1 + an)/an_l)n nie moze miec granicy mniejszej od e]

(WT = 2,64; LPR = 7). Poprawne rozwiazania (P. Gadzinski,

J. Olszewski, M. Sarniak, J. Witkowski, P. Zmijewski,

L. Skrzypek, T. Wietecha) nie róznia sie istotnie od

"firmowego" . J. Olszewski uzyskuje ta sama metoda wynik

nieco ogólniejszy: dla kazdej liczby k E N
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l. (ao + an+,,) n+l > k
lmsup ----- e
n_oo an -

i stawia problem (który przekazujemy Czytelnikom): czy

liczba ek jest tu najlepszym oszacowaniem dolnym? - oraz

konczy prace komentarzem: "Zadanie jest bardzo ciekawe,

a wynik dosc zaskakujacy, bo przeciez bardzo niewiele wiemy

o ciagu (an)".

Zadanie 294. [W kazdym czworokacie wypuklym istnieje punkt,

którego rzuty na boki (lub ich przedluzenia) leza na okregu]

(WT = 3,12; LPR = 4). Rozwiazanie "firmowe" bylo oparte na

argumencie "ciaglosciowym" : przy przemieszczaniu sie punktu

wzdluz pewnej drogi wyznaczone przezen katy zmieniaja sie

w sposób ciagly, wiec przy pewnym polozeniu itd. Nie jest to

"czysta" geometria - wlasnosc Darboux nalezy raczej do analizy

matematycznej. Dowody, które unikaja stosowania takich metod,

i przez to uchodza za bardziej eleganckie, zostaly wszelako

znalezione przez uczestników ligi.

K. Patkowski rozumuje tak: W kazdy czworokat wypukly

mozna wpisac elipse; oznaczmy jej ogniska przez FI, F2,

a srodek odcinka FI F2 - przez O. Jesli punkty Yl, Y2, Q

sa rzutami punktów FI, F2, O na prosta styczna do elipsy

w punkcie X, to LFlXY1 = LF2XY2 =:a. Zatem

1Y1 Y21= IXYll + IXY21 = s· cosa,

210QI = !FlYll + !F2Y21= S· sina,

gdzie s = !FI X I+ IF2 X I jest wielkoscia stala dla danej elipsy

(niezalezna od wyboru prostej stycznej); stad

IOYll2 = IOQI2 + IQYll2 = (ls . sina)2 + (ls . cowf = tS2 ,

czyli IOYll = s/2, i podobnie IOY21 = s/2. Wniosek: rzuty

kazdego z ognisk na proste zawierajace boki czworokata leza na

okregu o srodku O i promieniu s/2, (To zgrabne rozwiazanie jest

zgodne z intencja Waldka Pompe, Autora zadania.)

Inny dowód, takze "czysto geometryczny" , podaja: Nguyen

Hung Son oraz K. Patkowski (drugie rozwiazanie!). Dowody

z uzyciem ciaglosci: J. Witkowski oraz P. Gadziliski, który

dodatkowo zauwaza, ze zalozenie wypuklosci nie jest konieczne.

Zadanie 295. [T = {l, ... ,3n}; n E N; znalezc minimalna

liczbe m o wlasnosci:

('\I M C T)( IMI = m =? :J a, b E M: n < a - b < 2n)]

(WT = 2,03; LPR = 12). Wielu uczestników wylapalo

usterke w sformulowaniu zadania: brak zalozenia, ze n :2: 2

(dla n = 1 tresc nie ma wiele sensu). Duze uogólnienie

podaje M. Lewandowski: biorac zbiór T postaci

T = {t,t+ 1, ... ,t+ l} oraz zastepujac warunek n < a - b < 2n

warunkiem p < a - b < a (gdzie t,l,p,q E Z, t:2: O, 1:2: 2,

O::; P < q ::; l, a - P:2: 2) dowodzi, ze minimalna liczba m

o wlasnosci analogicznej do rozwazanej w zadaniu wynosi

1- l'

1 + --(p + 1) + min{p + 1,7' + l},
p+q

gdzie l' jest reszta z dzielenia l przez p + q (dowód dlugi).

Zadanie 297. [Permutacja (Xl,"" X250) zbioru {l, ... , 250}

o wlasnosci: x,,+ll(Xl + ... + Xk), k = 1, ... ,249] (WT = 2,46;

LP R = 11). Kilka osób podaje przyklad z rozwiazania

"firmowego" :

(250,2,126,3,127,4,128, ... ,124,248,125,249,1);

wiekszosc znajduje permutacje

(126,1, 127, 2, 128,3, ... ,250, 125);

T. Józefczyk podaje - oprócz tych dwóch - jeszcze przyklad

(249,1,2, 126,3, 127,4, ... , 247,124,248,2.50, 125);

wszyscy zauwazaja, ze ich metoda "dziala" dla permutacji

zbioru {l, ... , n} dla dowolnego n parzystego, a po drobnej

modyfikacji - takze dla n nieparzystego.



Zadanie 300. [5 - skonczona suma przedzialów domknietych,

f: 5 -+ 5 - funkcja ciagla => (3 A C 5, niepusty)(J(A) = A)]

(WT = 2,06; LPR = 15). Teza zadania jest elementarnym

wariantem analogicznego twierdzenia, w którym 5 jest

dowolna przestrzenia topologiczna zwarta (niekoniecznie

podzbiorem prostej liczbowej). Oto dowód, który przedstawil

M. Lewandowski:

Rodzina n zbiorów T C 5 niepustych, domknietych i takich,

ze f(T) C T, ma elementy minimalne w sensie relacji inkluzji

(uzasadnienie: lemat Kuratowskiego-Zorna plus spostrzezenie,

ze dowolny lancuch w n jest rodzina scentrowana zbiorów

domknietych); ponadto spelnia warunek: T E n=> f(T) En.

Jesli wiec A jest dowolnym elementem minimalnym rodziny n,
to f(A) = A.

To samo uogólnienie uzyskali takze P. Gadzillski

i J. Witkowski, a przy dodatkowych zalozeniach (metrycznosc,

ciagowa zwartosc, itp.): J. Olszewski, P. Soltan,

Z. Sewartowski.

Zadanie 301 [Wielomian P(x) = L:;:g CjXj jest podzielny

przez Q(x) = L::=o akxk (gdzie Cn+l = an ::f= O) =>

maxlaki ::; (n + l)max ICjl, (WT = 2,03; LPR = 9).

L. Skrzypek wykazuje, ze podana nierównosc mozna wzmocnic

do postaci

max laki::; IClI+ IC21+ ... + leni + max{leol. ICn+ll}

i zauwaza, ze rozumowanie jest sluszne takze dla wielomianów

o wspólczynnikach zespolonych (jesli "podzielnosc" jest

rozumiana jako podzielnosc w pierscieniu wielomianów nad e).

Dalej Autor dowodzi nastepujacego uogólnienia (dowód dlugi):

jezeli d jest dowolna stala wieksza od 2/3, to dla dostatecznie

duzych n E N zalozenia podane w tresci zadania implikuja

oszacowanie

max laki::; d· (n + l) . max ICJI

- oraz wyraza przypuszczenie, ze analogiczna implikacja

zachodzi dla dowolnej stalej d > 1/2, zauwazajac jednoczesnie,

ze nie zachodzi ona dla zadnej stalej d < 1/2, o czym swiadczy

przyklad: n = 2m - l, T(x) = x + x2 + ... + xm,

P(x) = (xm - l)T(x) = (x - l)Q(x)

(w tym przypadku max lej I = l, natomiast

max lak 1= am = m = (n + 1)/2, co nietrudno sprawdzic).

Konczac prace, Autor zapytuje o znane fakty z tej

tematyki i ewentualne odsylacze do literatury. Moze ktos

z Czytelników ... ?

I jeszcze jedno. Jak zapewne zauwazyli nie tylko Czytelnicy ligi, od pewnego czasu Delta ukazuje sie na poczatku

miesiaca, którego numer ma napisany na okladce. Dla ligi oznacza to, ze (w szczególnosci) przerwa wakacyjna

bedzie w numerach 7 i 8. Napisalismy to w Regulaminie, ale tu o tym przypominamy.

Matematyczne miniatury

Przyklad 5
Z twierdzenia Ptolemeusza (iloczyn dlugosci przekatnych czworokata wpisanego w okrag jest równy sumie iloczynów

dl'ugosci boków przeciwleglych, patrz Delta 8/1993, 1/1995) wynika twierdzenie kosinusów. Wystarczy przeanalizowac

rysunki.
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c· c = b· b + a(a + 2b· cos(1r - a)),

c2 = b2 + a2 - 2ab . cos a .

c . c = b . b + a( a - 2b . cos a) ,

c2 = b2 + a2 - 2ab . cos a .

W polaczeniu z dowodem twierdzenia Ptolemeusza zamieszczonym w Delcie 8/1993 oznacza to, ze twierdzenie

Ptolemeusza i twierdzenie kosinusów sa równowazne.

Ciag dalszy w numerze 3/1996.
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