
Czytelnicy Delty mieli okazje spotkac

sie z przestrzenia R m W n-rze 6/1995,

w artykule D. Kolodziejczyk Slynny

problem Borsuka rozstrzygnirty. Jesli

x = (x" .. ,.,xm) E Rm, to

IIxll=~+x;"
jest odlegloscia x od poczatku ukladu

wspólrzednych. Jesli x,y E Rm, to ich

odleglosc d( x, y) okreslamy wzorem

d(x,y) = lix - yll· Wprowadzenie

odleglosci pozwala mówic o kulach

i zbiorach otwartych (domknietych).

Twierdzenie slynnej Rosjanki

Pawel STRZELECKI

Kto przeczytal juz artykul Marka Kordosa o meskiej szowinistycznej swini,

wie, ze Zofia Kowalewska zdobyla (tak wlasnie: nie napisala, nie zrobila, ale

zdobyla) doktorat dowodzac slynnego twierdzenia o istnieniu i jednoznacznosci

rozwiazania tzw. zagadnienia poczatkowego Cauchy'ego dla równali czastkowych

z analitycznymi wspólczynnikami. Spróbujemy opowiedziec zainteresowanym

Czytelnikom, co to za twierdzenie, a niedowiarków przekonac o donioslosci pracy

Kowalewskiej.

Na poczatek - troche notacji. Po pierwsze, dla m naturalnego przez Rm

oznaczymy m-wymiarowa przestrzen euklidesowa z ustalonym kartezjanskim

ukladem wspólrzednych.

Grecka litera a bedziemy oznaczac tzw, wielowskazniki, albo - jak mawiaja

zwolennicy marszu do Europy - multiindeksy. Taki wielowskaznik to

uporzadkowan~ m-ka liczb calkowitych nieujemnych, a = (al, , , , , Ctm),

Dlugosc wielowskaznika a, oznaczana zwykle przez lal, to suma wszystkich

jego wspólrzednych, ICtI = al + ... + am. Dla x E Rm piszemy (po to, zeby me

marnowac papieru) xa := xf' . x~' ..... x~m

Jesli funkcja f zalezna od m zmiennych rzeczywistych x E Rm jest gladl.;:a

(tzn. ma ciagle pochodne wszystkich rzedów), to jej pochodne czastkowe

oznaczamy dla krótkosci w nastepujacy sposób:

D~f :=

Na przyklad, jesli m = 3, a

f(x) = X,X,X3 + X,(X3)3, to

D~O",,) f(x) = 6X3.

FUnkcja analityczna jest np. kazdy

wielomian. Wbrew pozorom, nie

wszystkie funkcje gladkie sa analityczne.

Jesli f(x) = exp( _l/x') dla x :;c O

i f(x) = O dla x = O, to f jest gladka,

ale nie jest analityczna. Szereg Taylora

f w zerze jest bowiem zerowy (prosze

sprawdzic'), lecz f nie znika w otoczeniu
zera.

Nietrudno podac przyklad równania,

które nie jest typu Kowalewskiej.

Wystarczy po prawej stronie wpisac

mieszane pochodne odpowiednio

wysokiego rzedu:

&u &'"
et = &x &t + F(x, t).

To znaczy, ze funkcja Dr: f powstaje z f przez al-krotne zrózniczkowanie

wzgledem Xl, a2-krotne zrózniczkowanie wzgledem X2, ... , i wreszcie am-krotne

zrózniczkowanie wzgledem Xm.

I ostatnia definicja: powiemy, ze funkcja f jest analityczna w zbiorze

otwartym U C Rm wtedy i tylko wtedy, gdy kazdy punkt x E U jest srodkiem

takiej kuli B C U, ze dla wszystkich y E B mamy

f(y) = Laa(Y - x)a,

gdzie sumowanie rozciaga sie na wszystkie mozliwe wielowskazniki 0',

a wspólczynniki aa sa rzeczywiste (lub zespolone, gdy rozpatrujemy funkcje

o wartosciach zespolonych). Równowaznie mozna powiedziec, ze funkcje

analityczne to takie funkcje, które sa sumami zbieznych szeregów potegowych

(albo, co na jedno wychodzi, swoich szeregów Taylora).

Uff! Po tym wstepie mozemy nareszcie przejsc do sedna sprawy. Niech II" Wcr,j

oraz F beda funkcj ami m + 1 zmiennych rzeczywistych (x, t), gdzie x E Rm,

a t E R. Rozwazymy tzw. równanie czastkowe typu J( owalewskiej,

Oku oj Dat/.

(1) otk (x, t) = L Wa,j(X, t) otj'T: (x, t) + F(x, t).
lal+j<;k
j<;k-l

W powyzszym równaniu funkcje F i wa,j traktujemy jako dane, a funkcje u

jako niewiadoma. Czytelnik zechce zwrócic uwage na fakt, ze po prawej stronie

równania nie wystepuja pochodne funkcji u rzedów \vyzszych niz k ani pochodne

wzgledem zmiennej wyróznionej t rzedów wyzszych niz k - 1.
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Z twierdzenia Kowalewskiej wynika

istnienie rozwiazari calej 111asy równan

rózniczkowych czastkowych, które

napotykamy w fizyce matematycznej.
Jest wsród nich 111.in. równanie

drgajacej struny i membrany, równanie

przewodnictwa ciepla, slawne równanie

Schrodingera i równania dynamiki gazów.

Dowód twierdzenia Kowalewskiej mozna

bez przeszkód uogólnic na przypadek,

gdy prawa strona równania zalezy od

funkcji tt i jej pochodnych w sposób

nieliniowy. Mozna tez udowodnic

(tak samo) odpowiednie twierdzenie
dla ukladów równan rózniczkowych

czastkowych. Pozwala to bardzo

rozszerzyc liste zastosowaI1 twierdzenia

Kowalewskiej.

Dokladniej, istotne jest zalozenie

o analitycznej zaleznosci wspólczynników

od zmiennej x. Jesli chodzi o zaleznosc

od t, to wystarczy zakladac, ze jest ona

ciagla.

Jak to zwykle w teorii równan rózniczkowych bywa, równanie (1) uzupelniamy

dodatkowymi warunkami (tzw. warunkami Cauchy'ego) po to, by zagwarantowac

jednoznacznosc rozwiazania u. Poniewaz równanie jest rzedu k, to prosta

intuicja podpowiada, iz trzeba dodac k warunków (k-krotne calkowanie

wymaga k-krotnego podjecia decyzji o wyborze stalej). Przypuscmy wiec, ze na

hiperplaszczyznie t = O w przestrzeni Rm+l zadane sa funkcje 'PO, 'Pl, ... , 'Pk-l

(kazda z nich zalezy od m zmiennych x E Rm). Zakladamy, ze

aj 'u

(2) ~(x, O) = 'Pj(x) dla j = O, 1, ... , k - 1.utJ

Twierdzenie (Zofia Kowalewska). Oznaczmy przez 0.R,T zbiór w ksztatcie.

watca,

0.R,T = {(x, t) E Rm+l : Ilxll < R, Iti < T} .

Jesli wszystkie funkcje Wa,j oraz F sa analityczne w 0.R,T, a funkcje 'Pj sa

analityczne w 0.R,T n {t = O}, to istnieja liczby Rl E (O, R) i Tl E (O, T) onl,

funkcja u analityczna w walcu 0.Rl,Tl, która spetnia równanie (1) oraz warunki

Cauchy'ego (2) dla Iti < Tl iiixii < Rl'

Znane obecnie dowody tego twierdzenia sa zdecydowanie zbyt trudne i dlugie na

to, by w calosci przedstawic na lamach Delty chocby jeden z nich. Wspomnimy

jedynie o pomyslach, na których opieraja sie dwa rózne dowody.

Pierwszy pomysl polega na tym, by wykorzystac warunki (2) oraz równanie (1)

do obliczenia, jakie wartosci powinny miec w punkcie x = O, t =. O wszystkie

mozliwe pochodne czastkowe rozwiazania Zl. (To nietrudna czesc dowodu:

Czytelnicy moga samodzielnie wymyslic, jak to zrobic). Znajomosc pochodnych

funkcji u w zerze umozliwia wypisanie, jaki powinien byc szereg Taylora v..

I to prawie koniec, z jednym tylko "drobiazgiem" - trzeba sie bardzo solidnie

nameczyc: ów wypisany bez wiekszych klopotów szereg Taylora powinien byc

zbiezny na pewnym zbiorze otwartym zawierajacym poczatek ukladu w Rm+l.

Inny mozliwy dowód to nasladowanie tzw. metody kolejnych przyblizen

stosowanej zazwyczaj w dowodzie twierdzenia Cauchy'ego o istnieniu

i jednoznacznosci rozwiazan dla równania rózniczkowego zwyczajnego (takiego,

w którym wystepuja tylko funkcje zalezne od jednej zmiennej). I tu jednak

sytuacja znacznie sie komplikuje: zamiast jednej przestrzeni Banacha, która

w pelni wystarcza do dowodu twierdzenia Cauchy'ego dla równan zwyczajnych,

dowodzenie twierdzenia (Cauchy'ego?- )Kowalewskiej wymaga dluzszych

meczarni z nieskonczona rodzina przestrzeni Banacha.

Ktos dobrze zaprzyjazniony z tytulowa bohaterka (dalej w skrócie m.s.s.)

artykulu Marka Kordosa rzuci byc moze w tym momencie:

N o dobrze, moze nawet J( owalewska wcale nie przepisywala ze starych rekopisów

Cauchy'ego. Ale co to za sztuka udowodnic twierdzenie, skoro przyjela bardzo

silne zalozenia o analitycznosci wspólczynników? A tak w ogóle, to pewnie

jedyna kobieta, która zdolala cokolwiek zdzialac w trudnej i waznej teorii rów1W1t

czastkowych.

Takiego stwierdzenia nie mozna zostawiac bez odpowiedzi.

Po pierwsze, wiele lat po smierci Kowalewskiej okazalo sie, ze zalozenie

o analitycznosci wspólczynników w jej twierdzeniu jest istotne. Pierwszy

przyklad ukladu liniowych równan rózniczkowych czastkowych o gladkich

wspólczynnikach, nie majacego zadnego rozwiazania, podal w 1957 roku

amerykanski matematyk Hans Lewy. Inni matematycy, m.in. Fraul.<ois Treves
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Oto szkic dowodu nieistnienia rozwiazan

równania (3). Dowodzimy przez
sprowadzenie do sprzecznosci.

1. Jesli istnieje rozwiazanie u, to istnieje

tez rozwiazanie Ul zalezne od t

w sposób nieparzysty.

2. Jesli s = tO /2, to na zbiorze
G = {j = O} funkcja U, zalezy
od zmiennej z = • + ix w sposób

analityczny.
3. U, == O na zbiorze G.

4. Calka z U, po brzegu G powinna

wiec znikac, ale gdy zastosujemy
tw. Stokesa i przypomnimy sobie

wlasnosci j, to okaze sie, ze O ~ o.

Prace Jean Taylor naleza do modnej

ostatnio teorii ewolucji geometrycznej.

Oto przyklad problemu z tej dziedziny:

opisac ruch blony mydlanej rozpietej
na drucianym konturze, która na chwile

(np. dmuchnieciem) wyprowadzono
z polozenia stabilnej równowagi.

Metody tej teorii stosuja sie - o dziwo

- w metalurgii oraz do opisu procesów
wzrostu krysztalów.

i Louis Nirenberg, podali pozniej przyklady znacznie prost.sze od t.ego, który

wymyslil Lewy. Jest. wsród efektów ich pracy jeden przyklad szczególnie prosty

i elegancki.

Przyklad. Niech I bedzie funkcja gladka o zwartym nosniku dwóch zmiennych

rzeczywist.ych (x, t) E R2. Zalózmy, ze I(x, t) = I(x, -t) i I(x, t) 2: O dla

wszyst.kich x i t. Przypuscmy pona.dt.o, ze nosnik funkcji I (tzn. domkniecie

zbioru tych punktów (x, t), dla których I(x, t) =FO) jest rozlaczny z prosta

{t = O}. Kto chce, moze sobie wykres takiej funkcji wyobrazac jako dwa

symetryczne kapelusze polozone z dala od siebie na stole.

Okazuje sie, ze dla takiej funkcji I tzw. równanie Mizohaty

au . au

(3) ~(x, t) + ztf:l(x, t) = I(x, t). ut uX

(i oznacza tu liczbe zespolona spelniaj aca równanie i2 = -1) nie ma zadnego

rozwiazania. Wspomnijmy jednoczesnie, ze gdy I zalezy od zmiennej t w sposób

nieparzysty, to wtedy równanie Mizohaty ma rozwiazania.

Czytelnicy, którzy znaja twierdzenie Stokesa, moga przeczytac wskazówki na

marginesie i po samodzielnym wykonaniu pólstronicowego rachunku przekonac

sie, ze dla opisanych wyzej funkcji I równanie (3) istotnie nie ma zadnego

rOZWlazama.

Jesli zas chodzi o drugi zarzut przyjaciól m.s.s., to Kowalewska wcale nie byla

jedyna kobieta osiagajaca znaczace wyniki w teorii równalI rózniczkowych

czastkowych. Lista nazwisk pan, która mozna by tu szermowac, jest dluga..

Dosc wspomniec dwie inne Rosjanki, Olge Ladyzenska i Nine Uralcewa: liczaca

sobie okolo trzydziestu lat ich potezna monografia jest stale cytowana w setkach

prac. Po drugiej stronie Atlantyku tez maja sie czym pochwalic. W ubieglym

roku Susan Friedlander zorganizowala w MIT niezwyczajna dwudniowa

konferencje: w roli mówców wystepowaly na niej tylko kobiety (takie, które

wcale nie potrzebuja korzystac z pomocy feministów, by otrzymywac zaproszenia

do wystapien na Miedzynarodowych Kongresach Matematyków). Polowa

referatów dotyczyla w rózny sposób wlasnie teorii równan rózniczkowych

czastkowych. Cathleen Morawetz mówila o równaniu falowym, .Jean Taylor

o równaniach rózniczkowych opisujacych powierzchnie poruszajace sie

w przestrzeni R3, a Chuu- Lian Terng i Karen Uhlenbeck - o nieliniowych

równaniach rózniczkowych wystepujacych w geometrii rózniczkowej.

Pod rezultatami Uralcewej, Taylor, Morawetz czy Uhlenbeck chetnie

podpisalaby sie niejedna m.s.s. Zamiast zakOlIczenia bedzie wiec historyjka..

W 1986 roku autor niniejszego tekstu, na polecenie opiekuna swej pracy

magisterskiej, studiowal artykul pewnego niemieckiego matematyka, swiezo

opublikowany w znanym wloskim czasopismie. Niemiec ów (jego nazwisko

okryjmy tutaj milczeniem) uogólnial i rozszerzal w swej pracy pewne twierdzenie

Karen Uhlenbeck pochodzace z 1977 roku, opisujac przy okazji jego historie.

W 1983 roku amerykanski matematyk Craig Evans opublikowal krótki, elegancki

dowód pewnego prostego wariantu twierdzenia Uhlenbeck. W artykule owego

Niemca natrafic mozna na zdanie: "Ura.lcewa udowodnila twierdzenie Evansa.

w 1968 roku."

Rok 1968 to pietnascie lat wczesniej od publikacji Evansa. Kto wiec i kiedy

udowodnil czyje twierdzenie? Panowie: mniej spijmy, mniej jedzmy, a wiecej

pracujmy. I wazmy nasze sady i slowa.
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