Cazytelnicy Delty mieli okazje spotkaé
sie z przestrzenia R™ w n-rze 6/1995,
w artykule D. Kolodziejeczyk Stynny
problem Borsuka rozstraygnigty. Jesdli
E I PR B iy« At 7.3

lel'= /=2 + -+ o2

jest odlegloécia # od poczatku ukladu
wspolrzednych. Jesli ¢,y € R™, to ich
odleglodé d(x,y) okreslamy wzorem
d(x,y) = ||z — y||. Wprowadzenie
odleglodel pozwala méwié o kulach

i zbiorach otwartych (domknigtych).

Na przyklad, jeslim = 3, a
f(z) = z1w3w3 + za(ra)?, to

DYV f(2) = 6e; .

Funkcja analityczna jest np. kazdy
wielomian. Whrew pozorom, nie
wszystkie funkcje gladkie sg analityczne.
Jesli f(z) = exp(—=1/x?)dlaz #£0

i f(x)=0dlax =0, to f jest gladka,
ale nie jest analityczna. Szereg Taylora
f w zerze jest bowiem zerowy (prosze
sprawdzié!), lecz f nie znika w otoczeniu
zera.

Nietrudno podaé przykltad réwnania,
ktére nie jest typu Kowalewskiej.
Wystarczy po prawe] stronie wpisaé
mieszane pochodne odpowiednio
wysokiego rzedu:
du - a%u
Bt . oz ot

+ F(x,t).

Twierdzenie slynnej Rosjanki

Pawet STRZELECKI

Kto przeczytal juz artykul Marka Kordosa o meskiej szowinistycznej $wini,

wie, ze Zofia Kowalewska zdobyla (tak wtasnie: nie napisala, nie zrobila, ale
zdobyta) doktorat dowodzac stynnego twierdzenia o istnieniu i jednoznacznogci
rozwiazania tzw. zagadnienia poczatkowego Cauchy’ego dla réwnaii czastkowych
z analitycznymi wspdlezynnikami. Sprébujemy opowiedzieé zainteresowanym
Czytelnikom, co to za twierdzenie, a niedowiarkéw przekonaé o doniostoéei pracy
Kowalewskiej.

Na poczatek — troche notacji. Po pierwsze, dla m naturalnego przez R™
oznaczymy m-wymiarowa przestrzen euklidesowa z ustalonym kartezjanskim
uktadem wspotrzednych.

Grecka literg o bedziemy oznaczaé tzw. wielowskazniki, albo — jak mawiaja
zwolennicy marszu do Europy — multiindeksy. Taki wielowskaznik to
uporzqdkowané m-ka liczb catkowitych nieujemnych, o = (ay, ..., ay,).
Dhugos¢ wielowskaznika «, oznaczana zwykle przez |a|, to suma wszystkich
jego wspélrzednych, |a| = oy + -+ - + . Dla z € R™ piszemy (po to, zeby nie
marnowaé papieru) z® = z7* - 29% . ... 2&m.

m

Jedli funkcja f zalezna od m zmiennych rzeczywistych = € R™ jest gladka
(tzn. ma ciagle pochodne wszystkich rzedéw), to jej pochodne czastkowe
oznaczamy dla krétkosei w nastepujacy sposéb:
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To znaczy, ze funkcja DI f powstaje z f przez a;-krotne zrézniczkowanie
wzgledem z,, as-krotne zrézniczkowanie wzgledem a4, ..., i wreszcie a,,-krotne
zréozniczkowanie wzgledem z,,.

I ostatnia definicja: powiemy, ze funkcja f jest analityczna w zbiorze
otwartym U C R™ wtedy i tylko wtedy, gdy kazdy punkt » € U jest érodkiem
takiej kuli B C U, ze dla wszystkich y € B mamy

f) =) aaly—2)*,

gdzie sumowanie rozciaga sie na wszystkie mozliwe wielowskazniki o,

a wspolezynniki a, sa rzeczywiste (lub zespolone, gdy rozpatrujemy funkcje
o wartoéciach zespolonych). Réwnowaznie mozna powiedzieé, ze funkcje
analityczne to takie funkcje, ktére sa sumami zbiesnych szeregéw potegowych
(albo, co na jedno wychodzi, swoich szeregéw Taylora).

Uff! Po tym wstepie mozemy nareszcie przejéé do sedna sprawy. Niech u, w,
oraz I beda funkcjami m + 1 zmiennych rzeczywistych (z,t), gdzie # € R,
at € R. Rozwazymy tzw. rownante czastkowe typu Kowalcwskicj,

J

0 u ¥ Du
(1) o @ t) = Z Wa,j(2,1) = —(x,t) + F(a,1).
|el+i <k
i<k=1

W powyzszym réwnaniu funkcje F' i w, ; traktujemy jako dane, a funkcje u
Jako niewiadomg. Czytelnik zechce zwrdcié uwage na fakt, ze po prawej stronie
réwnania nie wystepuja pochodne funkcji u rzedéw wyzszych niz k ani pochodne
wzgledem zmiennej wyréznionej t rzedéw wyzszych niz k — 1.
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Z twierdzenia KKowalewskiej wynika
istnienie rozwigzain cale] masy réownan
rézniczkowych czastkowych, ktére
napotykamy w fizyce matematycznej.
Jest wéréd nich m.in. réwnanie

drgajacej struny 1 membrany, réwnanie
przewodnictwa ciepla, stawne réwnanie
Schrédingera i réwnania dynamiki gazdw.

Dowdd twierdzenia Kowalewskie) mozna
bez przeszkdd uogdlnié na przypadek,
gdy prawa strona réwnania zalezy od
funkcji u i1 jej pochodnych w sposdb
nieliniowy. Mozna tez udowodnié

(tak samo) odpowiednie twierdzenie

dla ukladdw réwnarn rézniczkowych
czastkowych. Pozwala to bardzo
rozszerzyd liste zastosowan twierdzenia
Kowalewskie].

Dokladniej, istotne jest zalozenie

o analitycznej zaleznodel wspoélczynnikow
od zmiennej z. Jesli chodzi o zaleznoéé
od t, to wystarczy zakladaé, ze jest ona
ciagla.

Jak to zwykle w teorii réwnan rézniczkowych bywa, réwnanie (1) uzupelniamy
dodatkowymi warunkami (tzw. warunkami Cauchy’ego) po to, by zagwarantowac
jednoznacznoéé rozwiazania u. Poniewaz réwnanie jest rzedu k, to prosta
intuicja podpowiada, iz trzeba dodaé k warunkéw (k-krotne catkowanie

wymaga k-krotnego podjecia decyzji o wyborze stalej). Przypudémy wiec, ze na
hiperplaszczyZnie ¢ = 0 w przestrzeni R™%! zadane sa funkcje wo, @1, ..., vr_1
(kazda z nich zalezy od m zmiennych z € R™). Zakladamy, ze

& u :
(2) w(m,O):goj(a:) dlaj=0,1,...,k—1.

Twierdzenie (Zofia Kowalewska). Oznaczmy przez Qg zbior w ksztafeie
walca,

Qrr = {(z,t) e R™ : ||lz|]| < R, |t| < T}.
Jesli wszystkie funkcje wq j oraz ' sq analityczne w Qg 1, a funkcje p; sq
analityczne w Qg1 N {t = 0}, to istniejq liczby Ry € (0, R) 1 T1 € (0,7") oraz
funkeja u analityczna w walcu Qp, r,, ktdra spetnia rownanie (1) oraz warunki

Cauchy’ego (2) dla |t] < T i||z|| < Ra.

Znane obecnie dowody tego twierdzenia sa zdecydowanie zbyt trudne i dlugie na
to, by w calosci przedstawi¢ na tamach Delty choéby jeden z nich. Wspomnimy
jedynie o pomystach, na ktérych opieraja sie dwa rézne dowody.

Pierwszy pomyst polega na tym, by wykorzystaé¢ warunki (2) oraz réwnanie (1)
do obliczenia, jakie wartoéci powinny mieé¢ w punkcie & = 0, ¢t = 0 wszystkie
mozliwe pochodne czastkowe rozwiazania u. (To nietrudna cze$¢ dowodu:
Czytelnicy moga samodzielnie wymyslié, jak to zrobi¢). Znajomos¢ pochodnych
funkeji u w zerze umozliwia wypisanie, jaki powinien by¢ szereg Taylora wu.

I to prawie koniec, z jednym tylko ,drobiazgiem” — trzeba sie bardzo solidnie
nameczy¢: 6w wypisany bez wigkszych klopotéw szereg Taylora powinien by¢
zbiezny na pewnym zbiorze ofwartym zawierajacym poczatek ukladu w R™+!,

Inny mozliwy dowéd to nasladowanie tzw. metody kolejnych przyblizen
stosowanej zazwycza] w dowodzie twierdzenia Cauchy’ego o istnieniu

i jednoznacznoéci rozwiazan dla réwnania rézniczkowego zwyczajnego (takiego,
w ktérym wystepuja tylko funkeje zalezne od jednej zmiennej). I tu jednak
sytuacja znacznie sie komplikuje: zamiast jednej przestrzeni Banacha, ktéra

w pelni wystarcza do dowodu twierdzenia Cauchy’ego dla réwnan zwyczajnych,
dowodzenie twierdzenia (Cauchy’ego?-)Kowalewskiej wymaga dluzszych
meczarni z nieskoiiczona rodzing przestrzeni Banacha.

Kto$é dobrze zaprzyjazniony z tytulowa bohaterka (dalej w skrécie m.s.8.)
artykulu Marka Kordosa rzuci by¢ moze w tym momencie:

No dobrze, moze nawel Kowalewska wcale nie przepisywala ze starych rekopisow
Cauchy’ego. Ale co to za sztuka udowodnié twierdzenie, skoro przyjela bardzo
silne zalozenia o analitycznodci wspélezynnikow? A tak w ogdle, to pewnie
jedyna kobieta, kidra zdolala cokolwiek zdzialaé w trudnej i waznej teorit réwnan
czgstkowych.

Takiego stwierdzenia nie mozna zostawiaé bez odpowiedzi.

Po pierwsze, wiele lat po smierci Kowalewskiej okazalo sie, ze zalozenie

o analitycznoéci wspélezynnikéw w jej twierdzeniu jest istotne. Pierwszy
przyklad ukladu liniowych réwnan rézniczkowych czastkowych o gladkich
wspélczynnikach, nie majacego zadnego rozwiazania, podal w 1957 roku
amerykanski matematyk Hans Lewy. Inni matematycy, m.in. Francois Treves
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Oto szkic dowodu nieistnienia rozwiazan
réwnania (3). Dowodzimy przez
sprowadzenie do sprzecznosci.
1. Jesli istnieje rozwiazanie u, to istnieje
tez rozwiazanie u, zalezne od
w sposob nieparzysty.
. Jesli s = t%/2, to na zbiorze
G = {f = 0} funkcja u, zalezy
od zmiennej z = s + iz W sposéb
analityczny.
3. uy = 0 na zbiorze G.
4. Calka z u, po brzegu G powinna
wiec znikaé, ale gdy zastosujemy
tw. Stokesa i przypomnimy sobie
wlasnodci f, to okaze sie, ze 0 # 0.

2

Prace Jean Taylor nalezg do modnej
ostatnio teorii ewolucji geometrycanej.
Oto przyklad problemu z tej dziedziny:
opisaé ruch blony mydlanej rozpietej
na drucianym konturze, ktéra na chwile
(np. dmuchnigciem) wyprowadzono

z polozenia stabilnej réwnowagi.

Metody tej teorii stosujg sig — o dziwo
— w metalurgii oraz do opisu proceséw
wzrostu krysztalow.

i Louis Nirenberg, podali poZniej przyklady znacznie prostsze od tego, kidry
wymysélil Lewy. Jest wéréd efektéw ich pracy jeden przyklad szczegdlnie prosty
1 elegancki.

Przyklad. Niech f bedzie funkcja gladka o zwartym nosniku dwdch zmiennych
rzeczywistych (z,t) € R2. Zalézmy, ze f(z,t) = f(z,—t) i f(z,t) >0 dla
wszystkich z i ¢. Przypusémy ponadto, ze nosnik funkeji f (tzn. domkniecie
zbioru tych punktéw (x,1), dla ktérych f(z,t) # 0) jest rozlaczny z prosta

{t = 0}. Kto chce, moze sobie wykres takiej funkeji wyobrazaé jako dwa
symetryczne kapelusze polozone z dala od siebie na stole.

Okazuje sig, ze dla takiej funkeji f tzw. réwnanie Mizohaty
(3) g—?(z,t]-t-itg—:(x,t) = f{z.t)
(i oznacza tu liczbe zespolona spelniajaca réwnanie i = —1) nie ma zadnego

rozwigzania. Wspomnijmy jednoczesnie, ze gdy [ zalezy od zmiennej { w sposch
nieparzysty, to wtedy réwnanie Mizohaty ma rozwiazania.

Czytelnicy, ktorzy znaja twierdzenie Stokesa, moga przeczytaé wskazowki na
marginesie 1 po samodzielnym wykonaniu pélstronicowego rachunku przekonac
sie, ze dla opisanych wyzej funkcji f réwnanie (3) istotnie nie ma zadnego
rozwiazania.

Jesli zas chodzi o drugi zarzut przyjaciél m.s.s., to Kowalewska wcale nie byla
jedyna kobieta osiagajaca znaczace wyniki w teorii réwnan rézniczkowych
czastkowych. Lista nazwisk pan, ktéra mozna by tu szermowaé, jest dluga.
Dos¢ wspomnie¢ dwie inne Rosjanki, Olge Ladyzenska i Nine Uralcewa: liczaca
sobie okolo trzydziestu lat ich potezna monografia jest stale cytowana w setkach
prac. Po drugiej stronie Atlantyku tez maja sie czym pochwalic. W ubieglym
roku Susan Friedlander zorganizowala w MIT niezwyczajna dwudniowa
konferencje: w roli méweéw wystepowaly na niej tylko kobiety (takie, ktére
wcale nie potrzebuja korzysta¢ z pomocy feministéw, by otrzymywaé zaproszenia
do wystapien na Miedzynarodowych Kongresach Matematykdw). Polowa
referatéw dotyczyla w rézny sposéb wihasnie teorii réwnan rézniczkowych
czastkowych. Cathleen Morawetz méwilta o réwnaniu falowym, Jean Taylor

o rownaniach rézniczkowych opisujacych powierzchnie poruszajace sie

w przestrzeni R?, a Chuu-Lian Terng i Karen Uhlenbeck — o nieliniowych
réwnaniach rézniczkowych wystepujacych w geometrii rézniczkowej.

Pod rezultatami Uralcewej, Taylor, Morawetz czy Uhlenbeck chetnie
podpisalaby sie niejedna m.s.8. Zamiast zakonczenia bedzie wiec historyjka.

W 1986 roku autor niniejszego tekstu, na polecenie opiekuna swej pracy
magisterskiej, studiowal artykul pewnego niemieckiego matematyka, swiezo
opublikowany w znanym wloskim czasopismie. Niemiec 6w (jego nazwisko
okryjmy tutaj milczeniem) uogélnial i rozszerzal w swej pracy pewne twierdzenie
Karen Uhlenbeck pochodzace z 1977 roku, opisujac przy okazji jego historie.

W 1983 roku amerykanski matematyk Craig Evans opublikowal krétki, elegancki
dowdd pewnego prostego wariantu twierdzenia Uhlenbeck. W artykule owego
Niemca natrafi¢ mozna na zdanie: ,Uralcewa udowodnila twierdzenie Evansa

w 1968 roku.”

Rok 1968 to pietnascie lat wezesniej od publikacji Evansa. Kto wiege i kiedy

udowodnil czyje twierdzenie? Panowie: mniej §pijmy, mniej jedzmy, a wicce]
pracujmy. I wazmy nasze sady i slowa.
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