Klub 44

Liga zadaniowa Wydzialu Matematyki, Informatyki i Mechaniki,

Wydziatu Fizyki Uniwersytetu Warszawskiego i Redakeji Delty

Skrét regulaminu

Kazdy moze nadsylaé rozwiazania zadan z numeru n w terminie do kofica miesiaca n + 3. Szkice
rozwiazan zamieszczamy w numerze n + 4. Mozna nadsylaé rozwigzania czterech, trzech, dwdich
lub jednego zadania (kazde na oddzielnej kartce), mozna to robi¢ co miesiac lub z dowolnymi
przerwami. Rozwigzania zadan z matematyki i z fizyki nalezy przesylad w oddzielnych kopertach,
umieszczajac na kopercie dopisek: Klub 44 M lub Klub 44 F. Oceniamy zadania w skali od 0
do 1 z dokladnoscia do 0,1. Ocene mnozymy przez wspélezynnik trudnosci danego zadania:

WT = 4 — 35/N, gdzie § oznacza sume ocen za rozwiazania tego zadania, a N — liczbe osdh,

Termin nadsylania rozwigzarn:
31 II1 1996

ktére nadestaly rozwigzanie chocby jednego zadania z danego numern w danej konkurencji (M
lub F) — i tyle punktéw otrzymuje nadsylajacy. Po zgromadzenin 44 punktéw, w dowolnym czasic

i w ktérejkolwiek z dwéch konkurencji (M lub F), zostaje on czlonkiem Klubu 44, a nadwyzka

—

YL

Zadania z fizyki nr 209, 210

punktéw jest zaliczana do ponownego udziatu. Trzykrotne czlonkostwo — to tytul Weterana.
Szczegdlowy regulamin zostal wydrukowany w numerze 2/1995.

Redaguje Jerzy B. BROJAN

209. Klocek o masie m uderzyl w klocek o masie M zaopatrzony w sprezynowy

Rys. 1 zderzak o stalej sprezystodci k (rys. 1). Wspélczynnik tarcia f o podloze jest
jednakowy dla obu klockéw i ma taka sama wartoé¢ dla tarcia statycznego, co dla

Rys. 2
Rozwigzania zadan z fizyki z mumeru 8/1995

Przypominamy tres¢ zadan:

201. Koralik porusza si¢ po wygietym drucie, przy czym dziala

na niego tylko sila oddzialywania ze strony drutu (nie wystepuje
np. sila ciezkoéci). Sila tarcia jest proporcjonalna do prostopadlej
do drutu skladowej sily oddzialywania, a stala proporcjonalnoéci
{wspélczynnik tarcia) jest réwna f = 0,1. Zatem na prostoliniowych
odcinkach drutu tarcie nie wystepuje. Jeéli ksztalt drutu jest taki,
jak na rysunku 3, a poczatkowa predkos$é wynosi vo = 1 m/s, to ile
wynosi predkosé koncowa?

201. Na koralik dziala sila doérodkowa (prostopadla do toru
skladowa sily oddzialywania) N = mv? [r oraz sila tarcia

T = fN, przy czym r oznacza lokalny promien krzywizny drutu.

Przyréwnujac =T do mast = mdv/dit
i korzystajac z tozsamosci A

vdt/r = ds/r = da (gdzie as1 — styczna
MoRC

skladowa przyspieszenia, do — zmiana
kierunku) dochodzimy do réwnania

dv = — fvda. Rys. 3
Poniewa# do uwazamy za wielkodé zawsze dodatnia, wige
rozwiazaniem jest v = vge~ /12l Wyrazenie |a| oznacza tu
calkowity bezwzgledny kat skrecenia wyrazony w radianach,
czyli na naszym rysunknu jest to suma = /2 (do punktu A),

(3/2)r (od A do B)im god punktu B) — razem 3w. W rezultacie
otrzymujemy v = voge %7 = 0,39 m/s.

202. Dla uproszczenia potraktujmy oba obiektywy jako
pojedyncze soczewki o ogniskowych f1 i fa. Jedli odlegloéé
miedzy soczewkami wynosi d, to ogniskowa ukladu mozna
znalezé standardowym rachunkiem, ktéry przytoczymy

w skrécie. Wiazka réwnolegla, padajaca na pierwsza soczewke
pod katem o do osi, skupia si¢ w jej plaszczyZnie ogniskowej

w odleglodci by = afi od osi. Dla drugiej soczewki podstawiamy
do réwnania 1/ f2 = (1/2) + (1/y) zmienna 2 réwna d — fi,
obliczamy y = f2(f1 — d)/(f1 + f2 — d), a nast¢pnie h ze wzoru
h = —hyy/z (minus stad, ze zakladamy dodatni znak h po tej
samej stronie osi, co ). Otrzymujemy h = o f1 f2/(fi + f2 — d)
i ogniskowa ukladu f = hfa = f1f2/(f1 + f2 — d). Widzimy,

ze zestaw Pstrykiewicza jest w pelni mozliwy - dla malych d

14

kinetycznego. Po éciénigciu sprezyna rozprostowala sig, a klocki rozlaczyly. podezas gdy
drugi klocek pozostawal caly czas w spoczynku. Jaki warunek musza spelnia¢ masy

"~ m i M, aby takie zdarzenie moglo zajé¢? Zakladamy, ze dtugosé swobodna sprezyny
PR jest wystarczajaco duza, aby nie ulegla ,dciénieciu do zera”, tzn. oddzialywanie migdzy
klockami jest opisywane przez prawo Hooke’a.

210. Pojemnik zawiera element grzejny o mocy P = 200 W i termometr mierzacy
temperature zewnetrznej powierzchni pojemnika. Pojemnik umieszczono w pokoju

o temperaturze Ty = 20°C i wlaczono grzejnik, w wyniku czego po diuzszym czasie
termometr wskazal temperature Ty = 140°C. Wtedy wrzucono do pojemnika metal
o masie m = 100 g i temperaturze Ty i szybko zamknigto pojemnik. lle wynosi cieplo
wladciwe tego metalu, jeéli przebieg wskazan termometru jest dany przez rysunek 27

202. Pstrykiewicz: Do mojego aparatu fotograficznego sa dwa
obiektywy, jeden o dluzszej, a drugi o krétszej ogniskowej. Mozna
tez je zalozyé¢ jeden przed drugim, i wtedy otraymuje sig obiektyw
o ogniskowe) jeszcze krotsze).

Fotoiiczyk: Mdj aparat ma tez dwa obiektywy, i tez jeden ma
krétsza, a drugi dluzsza ogniskowsn. Gdy zamontuje sig oba jeden
za drugim, to ogniskowa jest jeszcze dluzsza.

Kameranski: Do mojego tez sa dwa obiektywy o rdznych
ogniskowych, i tez mozna je zaklada¢ jeden za drugim, ale mozna
to robi¢ w dowolnej kolejnodci — raz otrzymuje si¢ obicktyw

o najdluzszej ogniskowej, a jeéli si¢ je zamieni miejscami,

to o najkrotsze).

Czy to mozliwe?

zdolnoéci skupiajace soczewek dodaja sig (tylko ten przypadek
nalezy do programu szkolnego). Jedli d jest natomiast

bliskie sumy fi + fz, to ogniskowa ukladu staje si¢ dowolnie
duza, a poniewaz d moze zalezeé od kolejnosci obiekty wow
(dluzsze lub krétsze tubusy), wigc nawet rewelacyjny zestaw
Kameranskiego nie wydaje si¢ sprzeczny z prawami optyki.

W powyzszym rozumowaniu nie zostal wzigty pod uwage
warunek, ze obraz wytworzony przez obiektyw fotograficzny
musi byé rzeczywisty (na kliszy). Gdy f1 + f2 > d > f;, obraz
jest rzeczywisty tylko dla przedmiotéw bliskich obiektywowi,

a dla przedmiotéw odleglych wiazka wychodzaca z obiektywu
bedzie rozbieina, czyli fotografowanie ich bedzie niemozliwe.

7 drugiej strony, dla d > fi + f2 odlegle przedmioty dadza
rzeczywisty obraz na kliszy, ale prosty (druga soczewka odwraca
obraz rzeczywisty wytworzony przez pierwsza). Moze Fotonczyk
i Kameraiski chca fotografowad podwéjnym obiektywem

tylko biedronki i znaczki pocztowe, a moze w ich aparatach sa
odrebne wizjery i nie przeszkadza im odwrdcenie na kliszy?

Jeéli oba obiektywy skladowe same sa zestawami soczewek,

to problem sie komplikuje, ale wigksza liczba zmiennych stwarza
nadzieje na osiagniecie celéw niedostepnych z pojedynczymi
soczewkami. Autorowi nie udalo sie zbudowaé z dwdch
obiektywdw krétkoogniskowych obiektywu dlugoogniskowego
dajacego obraz rzeczywisty i odwrécony (jak w zwyklym
obiektywie) przedmiotéw odleglych. Moze ta sztuka nda sig
komus z Czytelnikéw?



Czoldwka ligi zadaniowe]

1-44

Klub 44 M
po uwzglednieniu ocen rozwiazan

zadai 207 (WT'=246) i 208 (WT=1,54)

z numeru 3/1995

Przemyslaw Gadziniski - Sroda 31,

Tomasz Wietecha
Piotr Lipinski
Krzysziof Zapisek
Tadensz Jozefczyk
Tomasz Kulpa

- Tarnéw
- Radom
- Warszawa
- Poznai
- Katowice

Weteran Przemek Gadziriski
w efektownym stylu koiliczy czwarta

runde!

Czoldéwka ligi zadaniowe]

Klub 44 F
po uwzglednieniu ocen rozwigzan

zadan 195 (WT'=3,70) i 196 (WT=3,80)

z numeru 3/1995

zadan 197 (WT'=3,22) i 198 (WT=3,76)

Orazg

%z numeru 41995

Artur Gawryszczak
Zbigniew Galias
Aleksander Surma
Dariusz Wilk

- Dubeczno
= Krakéw
= Myszkdw
— Rzeszdw

Przemyslaw Gadszinaki - Sroda S1.

Przemyslaw Gworys

— Czgstochowa

45,17
42,33
36,05
34,92
34,89
34,45

38,30
36,75
30,14
25,57
23,31
21,24

Zadania z matematyki nr 311, 312 Redaguje Marcin E. KUCZMA

311. Znale#¢ wszystkie funkcje niemalejace f, okrelone na zbiorze liczb catkowitych
nieujemnych, o wartosciach w tym samym zbiorze, spelniajace warunek:

2f(z° +9°) = f(z)* + f(y)> dla =z,5=0,1,2,....

312. Wyznaczy¢ wszystkie liczby naturalne n > 3, dla ktérych istnicje n-kat foremny
o wierzcholkach w punktach kratowych przestrzeni tréjwymiarowej, to znaczy,

w punktach (z,y, z), ktérych wspélrzedne sa liczbami calkowitymi (w ustalonym
prostokatnym ukladzie wspélrzednych).

Zadanie 312 zaproponowal pan Leslaw Skrzypek z Rzeszowa.

Rozwiazania zadaii z matematyki z numeru 8/1995
Przypominamy tresé zada:

303. Wieloscian wypukly W (o wszystkich katach dwusciennych ostrych) ma nastepujaca wlasnosgé:
istniejg takie liczby naturalne p, ¢ > 3, ze kazdy przekrdj wieloscianu W plaszezyzng przecinajaca
wngtrze W jest albo p-katem, albo g-katem. Czy wielogcian W musi byé czworoécianemn?

b [T~
304. Ciag (b,) jest dany wzorami: bo = 1, by = 2, b, = (n + 1;(L-£ ¥ ’—]) dla n > 2. Oblicayé
T n -
kA b“
sumeg szeregu oYy
n=0

303. Wybierzmy dowolna éciane S wieloscianu W. Niech B, A, C beda trzema kolejnymi
wierzcholkami tej éciany. Przez punkt C' prowadzimy plaszczyzng v tak polozona, by punkty
A i B znalazly si¢ po jednej jej stronie (punkt B - blizej, punkt 4 — dalej od ~), a pozostale
wierzcholki W znalazly sig po przeciwnej jej stronie. Poprowadémy nastepnie trzy plaszczyzny
a, A3, § réwnolegle do «: plaszczyzne o przebiegajaca pomigdzy punktami A i B, p laszezyzne [
— pomigdzy punktami B i C, i plaszczyzne § — pomiedzy punktem C' a pozostalymi
wierzcholkami wieloscianu W .

Rozwazymy dwa przypadki:
1°. Odcinek BC Jest krawedzia wielodcianu W (a zatem sciana S jest trdjkatem).
2°. Odcinek BC nie jest krawedzia wielodcianu W.

Przypudémy, ze z wierzcholka A wychodzi a krawedzi wieloécianu W, z wierzcholka B
wychodzi b krawedzi, a z wierzcholka C' wychodzi ¢ krawedzi. Przekrdj wieloscianu W kazda
z plaszczyzn o, 3, v, & jest pewnym n-katem; wartodci n przedstawia tabelka:

przypadek 1° przypadek 2°
Wno: o a
Wng: a+b—2 a+b—2
Wnevy: a+b—3 a4+b-—2
Wne: a+b4+c—6 a+b+c—4

Zgodnie z zaloZeniem, n moze przybieraé tylko dwie wartoéci. Wobec tego przypadek 2° jest.
niemozliwy (boa < a4+ b—2 < a+ b+ c - 4), natomiast w przypadku 1° wartosci o oraz
a + b — 3 musza byé réwne, skad wynika, ze b = 3.

Poniewaz dciana S byla wybrana dowolnie, a takze punkt B byl dowolnie wybranym jej
wierzcholkiem, zatem wszystke éciany W sa tréjkatami, a z kazdego wierzcholka wychodza
dokladnie trzy krawedzie. To znaczy, ze W jest czworodcianem.

304. Okreslajac an = bn/(n 4 1) mamy rekurencje: an = ap—1 + an_o, przy czym ag = a; = 1.
Tak wigc (a) jest ciagiem Fibonacciego:

Bn = Ls(ﬂn-'-l —;G“+]), gdzie o= 1+2\/§‘ A= 1 _2'\/5‘
Wobec tego
i_" i (n+1}an = af(af2) - Bf(B/2)
n ﬁ )
n=0 n=0
gdzie
= c i r:-l—l _ d & 55 1
f(E)_Z;(""+1 g Z Tdrl-z (1-2)?

(szeregi potegowe zbieine dla = € (—1;1), rézniczkowanie poprawne w tym przedziale). Jesli
wigc A jest jedna z liczb o, 3, czyli jesli A = (1 + ex/g],f?, g = &1, to

A 4\ 4+4e/5
AMfl=] = =

2 (2=-2)? 7-3/5
a zatem szukana suma réwna sie

(224 10V5) — (22 — 10:/5)
V5

= 22 + 10sV/5,

=05
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