Kacik olimpijski (13)
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Rozwiazanie zadania F 415. Moc
wypromieniowywana przes powierzchnig
Stonica wynosi, zgodnie z prawem
Stefana-Boltzmanna P = -'l’-'rh’é- 4
1072 .,.:\1-1" . Strumien ene
plywajacej w jednostce czasu przez

5,67 -

prostopadla do kierunku promieni
stonecznych powierzchnie jednostkowa
umieszezong w odlegloscl R od centrum
Stofica wynosi Jg(R) = P/4nR*.

Dla satelity ziemskiego mozna

przyjac B = Rg_s. W jednostce

czasu satelita absorbuje wigc energie
&E = Jp(Rz_s)rrl,,. Energia
wypromieniowana z satelity w jednostce
czasu wynosi 4mr? | - 0T}, Temperatura
satelity bedzie ustalona, gdy energia
absorbowana i emitowana beda rdwne.
Ostatecznie dostajemy wiec

~ 200K =17°C.

Rozwigzanie zadania M 753.
Wprowadzmy na plaszczyznie
kartezjanski uklad wspélrzednych
VA

[z, ¥1|l = max(|=], |y]). Udowodnimy
nastepujace twierdzenie: jesli

i oznaczmy |[r,y]| =

Vi, Va, , vy 83 takimi wektorami
plaszczyzny, ze ||v;]| < 1 dla

wszystkich j, to mozna tak dobraé

znaki ry,ra,. .., ry € {—1,1},

by |lrivy +rava 4+ -+ ravy|| < 2

Z tego twierdzenia, oczywiscie, wynika
teza zadania, bo dla dowolnego wektora v
zachodza nierdwnosci ||v|| € |v| < \/?“4”,
3.

natomiast 22 <

Przeprowadzimy dowdd nie wprost.
Zalézmy, 2e twierdzenie jest falszywe
i niech n bedzie najmniejsza liczbg

naturalna, dla ktérej istni
kontrprzyklad, czyli takie wektory vy,
¥z, ..., Vo 0 dlug

sci nie wickszej

niz 1, ze dla dowolnego ukladu znakéw
Jjest |lrivei +ravad -+ ravall > 2
Kazdy = wektordw v; nalezy
=k ukladu
wspélrzednych: {[=,y] € R
{[z.¥] € R?: = > 0>y},
{lz,y] ER?: y > 0> ),
{[r,y] € R?*: »,y < 0}. Wykazemy,
ze do kazdego = tych zhiordw nalezy
) jeden z wektordw v
Istotnie, jesli np. vy 1 v2 naleza do
Jednego z tych zbioréw, to latwo
sprawdzié, ze ||v; — val| € 1,

do jedne] z éwiar
z,y 2 0},

co najw

a zatem uklad wektordw vy — va,

¥a,..., ¥y spelnia nasze twierdzenie.
Istnieje wiec taki uklad znakdw,
ze |[ri(ve — va)+rava 4+ - rava| < 2.

Ale wéwezas bilorac uklad znakéw rq,
y .o T widzimy, ze wektory
.., vy rowniez spelniaja

Pai==01,; Fay-
Vi, V

twierdzenie, whrew zalozeniom.
Zatem, do kazde] dwiartki

ukladu wspdélrzednych nalezy

co najwyze] jeden wektor vy,

zatem n < 4 i wystarczy polozy¢
ri=irs = osis = ry= 1 aby otrzymaé
llrive +rava + - Frava| €20
Wykazalismy wiec, przez sprowadzenie
do niedorzecznosci, Ze twierdzenie jest

prawdziwe, co kanczy dowdd.

Taki jeden fakt, a ile zadan...

Niech n bedzie liczba naturalna, p dzielnikiem pierwszym liczby n!, a o
— wykladnikiem, z ktérym p wystepuje w rozkladzie liczby n! na czynniki pierwsze.

Okazuje sie, ze
[l ]
P r P

gdzie s jest taka liczba naturalna, ze p° < n < p°t!, a symbol [#] oznacza najwieksza
liczbe calkowita nie wieksza od z.

Istotnie, obliczmy najpierw, ile jest w ciagu 1,2,...,n liczb podzielnych przez p.
Jezeli takich liczb jest k, to liczba kp jest wérdd nich najwieksza i dlatego
kp<n<(k+1)p, cayli k <n/p < k+1. A to oznacza, ze k = [n/p]. Wéréd liczb
1,2,...,n podzielnymi przez p sa liczby p,2p, 3p, ..., [%]pA Mozemy wiec napisaé:
nl=p - 2p-...- [%]p- My = pln/el. [%]T - M1, gdzie M; nie dzieli sie przez p.

Jezeli [n/p] < p, to & = [n/p]. Jedli natomiast [n/p] > p, to dalej wyodrebniamy

liczby podzielne przez p w ciagu 1,2,3,...,[n/p]. Jest ich tam (prosze sprawdzié!)
n/p n n n e n

[[’#] = [?] . Stad I:;]!:;%me..- [F]p-m:p[ /77, [F]!-Mg.

gdzie M nie dzieli sie przez p. I znowu, jedli [n/p?] < p, to a = [n/p] + [n/p?].

W przeciwnym przypadku, tzn. gdy [r/p?] > p, rozumujemy jak przed chwila,

dochodzac ostatecznie do zadanego wzoru.

Zastosujmy otrzymany wzdér do rozwiazania kilku zadan olimpijskich.

1. (XVIII Olimpiada Matematyczna) ZnaleZé najwyzsza potege liczby 2 bedaca
dzielnikiem liczby L, = (n+1)-(n+2)-...- 2n, gdzie n € N.

Rozwigzanie: Niech o i § beda odpowiednio wykladnikami, z ktérymi liczba 2
wystepuje w rozkladzie liczb n!i (2n)! na czynniki pierwsze. Zgodnie z otrzymanym

T et B ],

gdzie 2' < n < 2", A poniewaz L, = (2n)!/n!, wiec w rozkladzie L, na czynniki
pierwsze liczba 2 wystepuje z wykladnikiem 8 — a = n.

2. lloma zerami konczy sig liczba 1995! 7

Rozwigzanie: Trzeba znalesé¢ max{k € N: 10%[1995!}. Ale 10 = 2 - 5, wiec wystarczy
wyznaczy¢ wyktadnik potegi liczby 5, z ktérym wchodzi ona w rozklad na czynniki
pierwsze liczby 1995! (dlaczego?). A ten, jak juz wiemy, jest réwny
1995 1995 1995 1995
=+ 5] 5] 5

}:399-{—79—1—15—}-3:496‘

3. (XIV MOM) Niech m i n beda nieujemnymi liczbami calkowitymi. Dowiesé,
ze liczba
(2m)! - (2n)!
n!-m!- (m+n)!

jest calkowita.
Wskazdwka: Wykazaé, ze dowolna liczba pierwsza p wystepuje w rozkladzie
liczby m!- n!-(m + n)! na czynniki pierwsze z wykladnikiem nie wiekszym niz
w rozkladzie liczby (2m)!- (2n)!. W tym celu nalezy udowodnié najpierw nieréwnosé
[2z] + [29] 2 [=] + [v] + [z + 9].
4. Wykazaé, ze dla zadnego n € N liczba 2™ nie dzieli liczby n!.
5. Dowies¢, ze dla kazdego n € N liczba (n!)! jest podzielna przez (n!)("~1)'.
6. (XLIII 0.M.) Udowodnié, ze dla kazdej liczby naturalnej k liczba (k!)F"+5+! jest
dzielnikiem liczby (k°)L.
7. Dowiesé, ze dla dowolnych liczb calkowitych nieujemnych m i n liczba

(5m)! - (5n)!
m!-n!-(3m +n)!- (3n+ m)!

jest catkowita.

8. Wyznaczyé najwigksza potege liczby 2, ktéra jest dzielnikiem liczby (27)!,
gdzie n € N.
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