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Aproksymacje diofantyczne stanowia dzial teorii liczb, ktérego
gléwnym zagadnieniem jest badanie przyblizen liczb rzeczywistych
liczbami wymiernymi. Na pierwszy rzut oka zagadnienie wydaje

sie trywialne, gdyz liczby wymierne leza gesto w zbiorze liczb
rzeczywistych, mozna wiec liczby rzeczywiste aproksymowaé liczbami
wymiernymi z dowolna dokladnoscia. Ten pierwszy odruch na mysl

o przyblizeniach wymiernych liczby rzeczywistej § mozna uscisli¢
nastepujaco:

Dla kazdej liczby rzeczywistej 0 i dla kazdej liczby naturalnej q
istnieje taka liczba catkowita p, ze |6 — p/q| < 1/q.

Wystarczy bowiem o$ liczbowa podzieli¢ na przedziaty

e/q < x < (c+1)/q, gdzie ¢ jest dowolna liczba calkowita.
Przedzialy te maja dtugoéé 1/¢ i liczba ¢ nalezy do jednego z nich,
powiedzmy p/q < 6 < (p+1)/q, dla pewnej liczby calkowitej p.

A wiec odlegloéé 8 od liczby p/q jest mniejsza niz 1/q.

Widzimy wiec, ze bardzo tatwo mozna stwierdzié¢ istnienie
przyblizenia liczby rzeczywistej liczba wymierna o mianowniku ¢ > 0
z dokladnoscia 1/¢q. Powstaje jednak natychmiast pytanie, czy jest
mozliwe aproksymowanie liczb rzeczywistych liczbami wymiernymi
o mianowniku ¢ > 0 z doktadnoécia lepsza niz 1/¢, powiedzmy

z dokladnoécia 1/¢% lub 1/¢37 Znalezienie wyczerpujacych
odpowiedzi na te pytania zajelo matematykom ponad 100 lat.
Przedstawimy tutaj kilka charakterystycznych rezultatéw z tego
zakresu.

Zasada szufladkowa i twierdzenie Dirichleta

Punktem wyjscia teorii aproksymacji diofantycznych jest nastepujace
proste, ale nietrywialne twierdzenie Dirichleta.

Prawdopodobnie w dowodzie tego twierdzenia Dirichlet uzyt

po raz pierwszy tak zwanej zasady szufladkowej Dirichleta.
Zasada szufladkowa méwi, ze jesli mamy @ + 1 przedmiotéw

i sa one umieszczone w @ szufladkach, to przynajmniej jedna

z szufladek zawiera 2 przedmioty. Jest zadziwiajace, ze ta prosta
zasada rozumowania ma w matematyce bardzo liczne 1 glebokie
konsekwencje.

Twierdzenie 1 (P.G.L. Dirichlet, 1842)
Niech 0 bedzie liczbg rzeczywista. Dla kazdej liczby naturalney @ > 1
istniejq takie liczby catkowite p,q, ze

(1) lgf —pl <1/Q oraz 0<g<@Q.

Dowéd. Dla dowolnej liczby rzeczywistej ¢ wprowadzamy
oznaczenie {0} dla mantysy liczby 6. A wiec {6} = 0 — [0], gdzie [0]
oznacza czesé calkowita liczby 6, czyli najwieksza liczbe calkowita
nie wieksza niz 0. Uzywajac tego oznaczenia rozpatrzmy @ + 1 liczb
rzeczywistych

0= {06}, {6} = {16}, {26}, ..., {QO}.
Wszystkie one leza w przedziale domknigto-otwartym [0, 1).
Przedzial ten rozbijamy na Q ,szufladek”, ktérymi sa podprzedzialy

i/QS$<(£+1)/Q) i=0!11"'1Q_]-
o dtugosci 1/Q. A wiee Q + 1 liczb {i0} lezy w @ szufladkach.
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Istnieja wiec dwie liczby {rf} i {sf}, gdzie r > s, lezace w tej samej
szufladce, czyli w tym samym podprzedziale o dlugosci 1/@Q. Biorac
réznice dwdch takich liczb otrzymujemy

{r6} — {s0} = r0 — [r0] — (56 — [s6]) = (r — 5)0 — ([r0] — [s0]) = q0 — p,
gdzie ¢ =r — s > 01 p = [rf] — [s0] sa liczbami catkowitymi oraz
|q8 — p| = [{rf} — {s0}]| < 1/Q. Istnieja wiec liczby calkowite p, ¢
spelniajace nieréwnosei (1).

Zauwazmy, ze jesli p i ¢ spelniaja nieréwnoéei (1), to takze

|6 —p/q|l < 1/9Q < 1/¢*. A wiec liczba wymierna p/q przybliza
liczbe rzeczywista 6 z dokladnoscia 1/¢?, co jest znacznie lepszym
rezultatem niz nasza pierwsza obserwacja o mozliwoéei przyblizania
liczb rzeczywistych liczbami wymiernymi. Dokladniej, otrzymujemy
nastepujacy wazny wniosek.

Whniosek 2. Dla kazdej liczby niewymiernej 8 isinieje nieskonczenie
wiele par liczb catkowitych p, q spetniajgcych nierdwnosé

(2)

Dowdd. Niech @ bedzie liczba naturalna 1 niech p, ¢ spelniaja
nieréwnosci (1). Wtedy liczby p, ¢ spelniaja takze nieréwnosé (2).
Ponadto, poniewaz @ jest liczba niewymierna, mamy takze

0 < |q6 — pl|.

Istnieje wiec taka liczba naturalna @, ze 1/Q; < |¢f — p|. Dla
liczby 1 dobieramy na podstawie twierdzenia Dirichleta liczby
calkowite p1, ¢; spelniajace nieréwnosci

0<|g10—pi|<1/Q1 oraz 0<'q1 <Qr.
Wrtedy mamy takie |0 — p1/q1| < 1/qf, a wige p1,q1 jest
rozwiazaniem nieréwnosci (2), i jest to rozwigzanie rézne od
rozwigzania p, q, gdyz [q10 — p1| < 1/Q1 < |¢0 — p|.
Postepujac tak samo z para py, ¢1 znajdziemy rozwiazanie ps, g2
nieréwnosci (2) spetniajace nierdwnoéei

|20 — p2| < |910 — p1| < |g0 — p|.

Kontynuujac to postgpowanie znajdziemy dowolnie dtugi ciag
rozwiazan nieréwnosci (2). Ma ona wiec nieskonczenie wiele
rozwiazan w liczbach calkowitych p, q.
Natomiast jesli liczba @ jest wymierna, = a/b, gdzie a i b sa
liczbami calkowitymi oraz b > 0, to dla kazdych liczb calkowitych
P, q, takich, ze 8 # p/q oraz ¢ > 0, mamy

ag — bp 1
0 — = > —.
16 — p/ql b |2 be
Jesli wiec spelniona jest nieréwnoéé (2), to otrzymujemy
1/bq < |0 — p/q| < 1/4%, skad ¢ < b. Stad wynika, e nieréwnoéé (2)
ma tylko skonczona liczbe rozwiazan w liczbach catkowitych p, g,
takich, ze 8 # p/q.
Za pomoca aparatu ulamkéw taficuchowych mozna udowodnié,
ze kazda liczbe niewymierna # mozna aproksymowaé liczbami
wymiernymi z nieco wieksza dokladnoscia niz daja rozwiagzania
nieréwnoséci (2). Mamy bowiem nastepujace twierdzenie.
Twierdzenie 3 (A. Hurwitz, 1891)
Jesli 0 jest liczbg niewymierng, to dla ¢ = /5 nierdwnosé
p 1
3 . 0—=|< —
8 o-2)< =
ma nieskoriczenie wiele rozwigzan w liczbach ecatkowitych p, q.

Ale dla ¢ > /5 istnieja liczby niewymierne 6, dla ktérych
nieréwnoéé (3) ma tylko skoriczong liczbe rozwiazan. Mozna
wykazaé, ze taka liczba jest 8 = (V5 + 1)/2, a takze kazda liczba
z nia rownowazna.



Tutaj liczbe # uwazamy za réwnowazng z liczbg a, jedli istnieja takie
liczby catkowite a, b, ¢, d, ze
fi= a0 oraz ad—be=x1.
co + d
Mozna udowodnié, ze dla wszystkich liczb niewymiernych
nieréwnowaznych z liczba 6, = (v/5 + 1)/2 istnieje nieskoriczenie
wiele rozwiazaii nieréwnoéci (3) ze stala ¢ = /8.

Tutaj historia sie¢ powtarza: dla niewymiernosci kwadratowej

0y = +/2 i liczb z nia réwnowaznych nie mozna zamieni¢ stalej V8
na zadna liczbe wieksza, natomiast po usunieciu wszystkich

liczb réwnowaznych z 8, i 05 dla wszystkich pozostaltych liczb
niewymiernych # nieréwnosé¢ (3) ma nieskoriczenie wiele rozwiazan
ze stala ¢ = v/221/5. Mozna udowodnié, ze ten proces eliminowania
pewnych niewymiernoéci kwadratowych i powiekszania stalej ¢ jest
nieskoniczony, jakkolwiek stala ¢ zawsze spelnia nieréwnos¢ ¢ < 3.

Niewymiernoscia kwadratowa nazywamy kazda liczbe niewymierna, ktdra jest

pierwiastkiem wielomianu stopnia 2 o wspdlczynnikach wymiernych.

J. Liouville zauwazyt w 1844 roku, ze dla kazdej niewymiernosci
kwadratowej @ istnieje taka stata ¢ > 0, ze nieréwnoéé (3) w ogdle
nie ma zadnych rozwmzan w liczbach ca.lkownych p,q- Wyznacza
to definitywna miare mozliwoéci przybhzama niewymiernosci
kwadratowej @ liczbami wymiernymi o mianowniku g: istnieje
nieskoniczenie wiele przyblizeri p/q liczby 0 z doktadnoécia 1/¢2, ale
nie istnieja zadne przyblizenia p/q liczby 6 z doktadnoécia 1/cq?,
gdzie ¢ jest stala zalezna od .

Rezultaty Liouville’a sa znacznie ogdlniejsze 1 dotycza nie tylko
rzeczywistych niewymiernosci kwadratowych, ale dowolnych
rzeczywistych liczb algebraicznych.

Liczba algebraiczna nazywa si¢ kazdg liczbe #, ktora jest pierwiastkiem pewnego
wielomianu o wspdlczynnikach calkowitych, nierozkladalnego na wielomiany
o wspdlezynnikach wymiernych. Stopien takiego wielomianu zalezy tylko od #

| nazywa sig stopniem liczby 8.
Aproksymacje liczb algebraicznych

- Udowodnimy teraz twierdzenie Liouville’a orzekajace, ze liczby
algebraicznej 6 stopnia n > 1 nie mozna aproksymowaé liczbami
wymiernymi o mianowniku ¢ z dokladnoscia rzedu 1/¢™.

Twierdzenie 4 (J. Liouville, 1844)
Niech 0 bedzie rzeczywisiq liczbg algebraiczng stopnia n > 1.
Wiedy istnieje taka stata ¢ > 0, zalezna od liczby 0, ze dla kazdej
liczby wymiernej p/q, takiej, ze ¢ > 0 oraz |6 — p/q| < 1, zachodzi
nierownosé

p 1
(4) ’9 q| =3

Dowdd. Niech f bedzie takim wielomianem stopnia n
o wspélezynnikach catkowitych, ze f(#) = 0. Wtedy f nie ma
pierwiastkéw wymiernych, zatem dla dowolnych liczb caltkowitych
P, 4, gdzie ¢ > 0 mamy f(p/q) # 0. Ponadto, f(p/q) jest liczba
wymierna o mianowniku ¢", zatem |f(p/q)| > 1/¢™. Z drugiej strony,
na podstawie twierdzenia o wartoéci éredniej, istnieje taka liczba
rzeczywista a lezaca miedzy p/q i 6, ze

f(p/9) = f(p/9) — f(0) = (p/q—0) - f'(a).
Z zalozenia |p/q— 0] < 1 wynika, ze a € (§ — 1,0 + 1). Pochodna f’
wielomianu f jest ograniczona w kazdym przedziale skoniczonym,
niech wiec ¢ bedzie taka liczba rzeczywista, ze |f'(2)| < ¢ dla
kazdego x w przedziale (# — 1,0 + 1). Mamy wéwczas

qin < 1f(p/)| < Ip/a—6] -,

skad otrzymujemy nieréwnosé (4).




Przyklad 5. Jednym z najstawniejszych zastosowan twierdzenia
Liouville’a jest dowdd istnienia liczb przestepnych. Liczbe
rzeczywista nazywa sie liczba przestepng, jesli nie jest ona
pierwiastkiem zadnego (mezerowego) wielomianu o wspétezynnikach
wymiernych. A wiec liczba rzeczywista jest przestepna, jesli nie jest
liczba algebraiczna.

Liouville podal nastepujacy przyklad liczby przestepnej. Niech

6= 107" = 0,11000100000000000000000100 . .. .
i=1
Wtedy mianownik n-tej sumy czeiciowej s, = Y 1, 107" jest
réwny q := g, = 10™, jedli wiec licznik tej sumy oznaczymy p := p,,
to mamy nieréwnosé
2
gntl .

0<8—E<
q

Gdyby 6 byla liczba algebraiczna stopnia N, to na podstawie
twierdzenia Liouville’a mielibyémy nieréwnosé

o vy P
cgV q
dla pewnej stalej ¢ > 0. Stad ¢"t1=N < 2¢. Ta nieréwnoéé ma
zachodmc przy stalych ¢i N dla kazdego naturalnego n oraz
¢ = 10™, co jest sprzeczne. A wiec @ nie jest liczba algebraiczna, jest
wiec llcsz przestepna.

Whniosek 6. Jeshi 0 jest rzeczywistq liczbg algebraiczng
stopnia n > 1, to dla kazdej liczby pp > n nieréwnosé

1
(5) g :i <

7
ma tylko skonczong liczbe rozwigzan w liczbach catkowitych p, q,
gdzie ¢ > 0.

Dowdéd. Przypusémy, ze g = n + g, gdzie € > 0, i nasza nieréwnoéé
ma nieskoncznie wiele rozwiazan. Wtedy istnieje stala ¢ > 0
spelniajaca nieréwnoséé (4), zatem

1

< qn+£ '

1
_.(’8_2
cq” q

skad ¢¢ < ¢ dla nieskonczenie wielu naturalnych ¢, sprzecznoéé.

Skonezonosé liczby rozwiazan nieréwnosci (5) interpretujemy

jako niemozliwosé aproksymowania liczby algebraicznej stopnia n
liczbami wymiernymi p/q z dokladnoscia 1/¢* dla p > n. Czy jednak
nie istnieje mozliwoéé¢ znalezienia nieskonczenie wielu rozwiazan
nieréwnoéci (5), gdy zazadamy nieco mniejszej doktadnoéci? Okazuje
sie, ze nawet dosé znaczne zmniejszenie liczby g nie zmienia sytuacji,
ktora opisujemy zwiezle méowiac, ze llczby algebraiczne nie daja sie
dobrze przybliza¢ liczbami wymiernymi.

Oto tabela wskazujgca autordw kolejnych rekorddw w wyznaczeniu najmniejsze)

liczby p gwarantujacej skoriczonosé liczby rozwiazan nierdwnoéci (5) dla hezby
algebraiczne] # stopnia n

Liouville (1844) u > n Dyson (1947), Gelfond (1948) p > 20
Thue (1909)  p> in 41 Roth (1955) u>2

Siegel (1921) u >3/
Twierdzenie Rotha uniezaleznito ostatecznie liczbe u od stopnia n
liczby algebraicznej 6. Brzmi ono nastepujaco:

Twierdzenie 7 (K.F. Roth, 1955)
Niech 0 bedzie rzeczywistq liczbq algebraiczng stopnia > 1. Wiedy dla
kazdej liczby € > 0 nierdwnosé
1
q2+c

.

q
ma tylko skoriczong liczbe rozwigzan w liczbach catkowitych p, q.
Klaus F. Roth otrzymat za ten rezultat Medal Fieldsa na

Miedzynarodowym Kongresie Matematykéow w Edynburgu
w 1958 roku.
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Rownanie zegarka
Piotr CHRZASTOWSKI

Mam zegarek analogowy. Zegarek jest typu Pobieda i charakteryzuje

sie tym, 7e duza wskazéwka jest prawie identycznej wielkosci co mala.
Wielokrotnie patrzac sie na niego mialem watpliwosci, ktéra z nich
pelni jaka role. Nie zawsze jednak. Niekiedy sytuacja byla klarowna.

Na przyktad o godzinie dokladnie piatej nie sposéb sie pomylié: najblizsza
sensowna godzina wskazywana przez wskazéwki zamienione rolami
(godzinowa pokazuje minuty, a minutowa — godziny) to dwadziescia piec¢
po dwunastej, ale wiedy, jezeli przyjmiemy, ze dolna wskazéwka ma
wskazywaé dokladnie piatke, to gérna wskazéwka powinna byé prawie

w polowie miedzy dwunasta a pierwsza. Z kolei, na przykltad, tuz przed
w pol do dwunastej mozna sie juz zastanawiaé, czy przypadkiem nie
mamy do czynienia z mniej wiecej za dwie i pél minuty szésta.

Ciekawe, ile dokladnie jest takich mylacych ustawiefi. Problem
sformulujmy tak: dla zegarka analogowego, w ktérym obie wskazéwki sa
nierozréznialne, okreélié, ile razy w ciagu dwunastu godzin nie mozna mieé
pewnoséci co do pomiaru czasu.

Rozwiazemy ten problem odwolujac si¢ do ciekawego narzedzia, jakim jest
wzér de Moivre’a ((cos ¢ + isin ¢)* = cos ¢z + isin ¢z ), ktéry znakomicie
opisuje polozenie wskazéwek. Umiesémy tarcze zegarka w plaszczyinie
zespolonej tak, zeby poczatek ukladu pokrywal sie z osia zegarka, a korce
wskazéwek minutowe] i godzinowej lezaly na okregu jednostkowym.
Zalézmy tez, aby byé w zgodzie z ,punktem zero”, jakim jest godzina
dwunasta oraz z kierunkiem obiegu wskazdwek w tradycyjnych zegarkach,
ze 0§ rzeczywista jest skierowana do gory, a o§ urojona — na prawo.
Dwunasta to w naszym ukladzie godzina jeden.

Niech ¢ oznacza liczbe zespolona z okregu jednostkowego, odpowiadajaca
polozenin wskazéwki godzinowej, m za$ — minutowej. Ze wzgledu na

to, ze wskazéwka minutowa obiega srodek zegarka dwunastokrotnie
szybciej niz godzinowa, kat, jaki zakresla, jest dwunastokrotnie wigkszy
od godzinowego. Mamy zatem spelnione réwnanie zegarka

12
m — g 1
gdyz podnoszenie do potegi na kole jednostkowym odpowiada, zgodnie ze
wzorem de Moivre’a, odpowiedniemn zwielokrotnianiu kata.

Wracajac do naszego problemu: sytuacja, w ktérej mamy watpliwosci,
ktéra z identycznych wskazéwek pelni ktéra role, odpowiada
jednoczesnemu spelnienin dwéch réwnan: m = ¢'? oraz g = m*2.
Podstawiajac pierwsze réwnanie do drugiego otrzymujemy g = g***,

a po podzieleniu przez g (rézne od zera, jako ze wzigte z okregu
jednostkowego) mamy g'*® = 1. Rozwiazaniami tego réwnania sa zatem
wszystkie 143 pierwiastki z jednoéci, czyli wierzcholki 143-kata foremnego
o jednym wierzcholku w punkcie 1 (czyli o dwunastej). Oznacza to,

ze co 12/143 godziny mamy do czynienia z sytuacja niepewnosci.

W zasadzie powinniémy odjaé jeszcze wszystkie te sytuacje, w ktérych
wskazéwki sie pokrywaja (trudno si¢ wtedy az tak bardzo pomyli¢!). Ile
jest takich sytuacji? Oczywiscie, 11, co wie kazdy, kto przeczytal Lilavati,
ale mozemy to tez szybko wyprowadzi¢ za pomoca naszego narzedzia.
Wskazéwki sie pokryja, gdy wskazéwka godzinowa bedzie w tym samym
polozeniu co minutowa, czyli g = ¢'*, co po podzieleniu przez g daje

g'' =1, ktérego to réwnania rozwiazaniem jest wszystkie 11 odpowiednich
pierwiastkéw z jednosci.

Ostatecznie zatem sytuacje mylace nastepuja tak naprawde jedynie
143 — 11 = 132 razy w ciagu 12 godzin.

Czasami budzac sie nie wiem, czy patrze na zegarek lezacy na stoliku
nocnym normalnie czy do géry nogami. Zalézmy, ze tym razem
zaopatrzeni jestesmy w zegarek z dobrze rozréznialnymi wskazéwkami.
Problemem jest wiec jedynie stwierdzenie na podstawie samego ogladu
tarczy, czy zegarek lezy normalnie, czy jest odwrdcony.




Obrét o 180 stopni odpowiada na plaszczyinie zespolonej pomnozeniu
liczby przez —1. Jezeli zatem mielibyémy watpliwosci, jak zorientowany
jest zegarek, to powinna byé spelniona para réwnan

e D At et

gdyz zaréwno na zegarku normalnym, jak i odwréconym chcemy widzie¢
poprawne ulozenie wskazéwek. Ta para réwnafi nie ma jednak rozwiazania
na okregu jednostkowym, zatem tylko jedno z nich moze byé prawdziwe.
Oznacza to, ze majac dostatecznie dobry wzrok nigdy nie popelnimy tego
typu bledu. Radze wszystkim posiadaczom zegarka spojrzeé na niego do
géry nogami. Recze, ze nikt nie zobaczy godziny, ktéra jakkolwiek databy
sie sensownie zinterpretowac.

Ciekawe, ze znajomy Hindus, Raghu, kiedy rozmawialem z nim o tej
obserwacji, opowiedzial mi, ze w Indiach znany jest sposéb szybkiego
obliczania godziny, jaka panuje w danym momencie w stolicy Imperium.
Nalezy mianowicie spojrzeé¢ na zegarek do géry nogami i przesunaé
wskazéwke godzinowa w myslach do najblizszego sensownego polozenia.
Powiedzmy sobie, klarowal mi Raghu, ze mamy w Bombaju godzine 10%°.
Odwracamy zegarek i widzimy, ze minutowa wskazéwka pokazuje jakby
»Za 5 co§”, a godzinowa lezy mniej wiece] w polowie miedzy 4-ta a 5-ta.
Popychamy wiec ja w myslach do przodu i zgadujemy, ze w Londynie jest
za pieé¢ piata. Dlaczego do przodu, a nie do tylu? - zapytalem. - Jezeli
jest mniej wiecej tak samo dobrze do przodu, jak do tylu, to popychamy
do przodu — odpowiedzial Raghu i zabraliSmy sie za sprawdzanie tego
fenomenu.

Réznica czasu miedzy Bombajem a Londynem wynosi 5% godziny.

(W Indiach, rozciagajacych sie od 67° do 97° dlugosci wschodniej,
obowiazuje przez caly rok czas poludnika 82°, w przyblizeniu polowiacego
ten wielki kraj.) Niech g; oraz mj oznaczaja polozenia wskazdwek

w Londynie, gg i mp za§ — w Bombaju. Wykazemy, ze w Bombaju zawsze
po odwrécenin zegarka do géry nogami oraz posunieciu samej wskazdwki
godzinowej o dokladnie pél godziny (czyli pomnozeniu jej przez e™/ 13y
otrzymamy czas poludnika Greenwich. Aby tak bylo, musza by¢ spelnione
réwnania:

gL = —gpe™/1?

a jednocze$nie musi by¢ spelnione réwnanie zegarka dla Bombaju
mp = g5 . Sprawdimy, czy bedzie ono spelnione i dla Londynu.
Korzystajac ze wzoru Eulera, e™ = —1, dostajemy

n'ifl‘Z)!.Q 12 i
=gpe =

oraz mjp=-mgpg,

(—gme

9’ =
12

=—gp =-mp=mL.
Bomba! Zgodzilo sie. Oznacza to, ze postepujac w Bombaju w opisany
sposéb, zawsze otrzymamy poprawna godzine, a ze wzgledu na to,
ze wskazédwka godzinowa zostala cofnieta w naszym algorytmie dokladnie
o 5% godziny (6 godzin do tylu przy obrocie zegarka i potem % godziny do
przodu), zawsze otrzymamy czas poludnika Greenwich.

Wida¢ stad od razu, jak nalezy postgpowaé w Londynie, zeby otrzymaé czas indyjski.

Szybko rozwiazmy jeszcze pare malych probleméw. Po pierwsze, ogladajac zegarek w lustrze zobaczymy zawsze sensowna
godzine (oczywiscie, zakladamy, ze na cyferblacie zadnych cyfr nie ma). Dzieje sic wlasnie tak, gdyz lustrzane odbicie to nic
innego, jak przeksztalcenie symetryczne wzgledem osi rzeczywistej, odpowiadajace operacji sprzezenia liczby zespolonej. A ze
¢'? = m wtedy i tylko wtedy, gdy g'? = m, wiec réwnanie zegarka bedzie dzialalo i dla ,sprzezonej” tarczy. Radze spojrzeé
do lustra, aby sie o tym przekonad.

Dalej, zakladajac, ze wskazéwka sekundowa pokrywa sie o godzinie 12 z dwiema pozostalymi, mozemy wywnioskowaé, ze taka
sytuacja nie zdarzy si¢ ponownie wczesniej niz za 12 godzin. Wystarczy zauwazy¢, ze jezeli s oznacza polozenie wskazéwki
sekundowej, to dodatkowo s = m%®. Latwo sprawdzié, ze jedynym rozwiazaniem ukladu réwnafi g =m = s, m = ¢'%, s = m®®
jest g = m = s = 1, czyli godzina dwunasta.

W epoce zegarkéw cyfrowych warto czasami z sentymentem wrécié do dawnych dobrych czaséw, kiedy to czas odmierzal si¢
w sposdb ciagly. Co prawda, ciaglosé ta cokolwiek byla naciagana, gdyz wiekszo$é mechanizméw i tak popychala wskazéwki
ykwantami” ruchu, zgodnymi bad# to ze spadaniem ziarenek piasku, badZ z rytmem wahnieé wahadla czy tez sprezynkowego
wlosa, ale dla niedoskonalego oka bylo to znakomita namiastka ciaglodci. A poza tym byly tez mechanizmy (jak choéby
spalanie swiecy czy przelewanie sie wody), ktére z ciagloscia mialy naprawde wiele wspdlnego. Miganie cyferek szatkuje
niepotrzebnie czas.



