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Aproksymacje diofantyczne stanowia dzial teorii liczb, którego

glównym zagadnieniem jest badanie przyblizen liczb rzeczywistych

liczbami wymiernymi. Na pierwszy rzut oka zagadnienie wydaje

sie trywialne, gdyz liczby wymierne leza gesto w zbiorze liczb

rzeczywistych, mozna wiec liczby rzeczywiste aproksymowac liczbami

wymiernymi z dowolna dokladnoscia. Ten pierwszy odruch na mysl

o przyblizeniach wymiernych liczby rzeczywistej B mozna uscislic

nastepujaco:

Dla kazdej liczby rzeczywistej B i dla kazdej liczby naturalnej q

istnieje taka liczba calkowita p, ze IB - p/ql < l/q.

Wystarczy bowiem os liczbowa podzielic na przedzialy

c/q::; x < (c + l)/q, gdzie c jest dowolna liczba calkowita·

Przedzialy te maja dlugosc l/q i liczba B nalezy do jednego z nich,

powiedzmy p/q::; B < (p + l)/q, dla pewnej liczby calkowitej p.

A wiec odleglosc B od liczby p/q jest mniejsza niz l/q.

Widzimy wiec, ze bardzo latwo mozna stwierdzic istnienie

przyblizenia liczby rzeczywistej liczba wymierna o mianowniku q > O

z dokladnoscia l/q. Powstaje jednak natychmiast pytanie, czy jest

mozliwe aproksymowanie liczb rzeczywistych liczbami wymiernymi

o mianowniku q > O z dokladnoscia lepsza niz l/q, powiedzmy

z dokladnoscia 1/q2 lub 1/q3? Znalezienie wyczerpujacych

odpowiedzi na te pytania zajelo matematykom ponad 100 lat.

Przedstawimy tutaj kilka charakterystycznych rezultatów z tego
zakresu.

Zasada szufladkowa i twierdzenie Dirichleta

Punktem wyjscia teorii aproksymacji diofantycznych jest nastepujace

proste, ale nietrywialne twierdzenie Dirichleta.

Prawdopodobnie w dowodzie tego twierdzenia Dirichlet uzyl

po raz pierwszy tak zwanej zasady szufladkowej Dirichleta.

Zasada szufladkowa mówi, ze jesli mamy Q + 1 przedmiotów

i sa one umieszczone w Q szufladkach, to przynajmniej jedna

z szufladek zawiera 2 przedmioty. Jest zadziwiajace, ze ta prosta

zasada rozumowania ma w matematyce bardzo liczne i glebokie

konsekwencje.

Twierdzenie 1 (P.G.L. Dirichlet, 1842)

Niech B bedzie liczba rzeczywista. Dla kazdej liczby naturalnej Q > 1
istnieja takie liczby calkowite p, q, ze

(1) IqB-pl<l/Q oraz O<q::;Q.

Dowód. Dla dowolnej liczby rzeczywistej B wprowadzamy

oznaczenie {B} dla mantysy liczby B. A wiec {B} = B - [B], gdzie [B]

oznacza czesc calkowita liczby B, czyli najwieksza liczbe calkowita

nie wieksza niz B. Uzywajac tego oznaczenia rozpatrzmy Q + 1 liczb

rzeczywistych

O = {OB}, {B} = {lB}, {2B}, ... , {QB}.

Wszystkie one leza w przedziale domknieto-otwartym [O,1).

Przedzial ten rozbijamy na Q "szufladek", którymi sa podprzedzialy

i/Q::;x«i+l)/Q, i=O,l, ... ,Q-l

o dlugosci l/Q. A wiec Q + 1 liczb {iB} lezy w Q szufladkach.
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Ozy Ksiezyc
spadnie na Ziemie?
Stanislaw KASPERCZUK

To z inicjatywy Edmonda HaJleya

(1656-1742), slawnego dzieki komecie
nazwanej jego imieniem, Isaac Newton

(1642-1727) napisal wreszcie liczace
700 stron dzielo Philosophiae Naturalis

Principia Mathematica i przeslal je
do Royal Society 28 kwietnia 1686 r.

W dziele tym, wedlug opinii Towarzystwa

Królewskiego, przeprowadzony zostal

matematyczny dowód hipotezy Mikolaja

Kopernika (1473-1543) w formie podanej

przez Johannesa Keplera (1571-1630) oraz
wyjasnione zostaly wszystkie ruchy planet

na podstawie jednego zalozenia o ciazeniu
odwrotnie proporcjonaJnym do kwadratu

odleglosci od srodka Slonca. Towarzystwo

podjelo decyzje o wydaniu dziela Newtona

na swój koszt, a odpowiedzialnym za

jego wydrukowanie uczynilo Halleya.

Niestety, jak sie wkrótce okazalo, druk

kosztownego i niepoczytnego dziela

Francisa Willoughby'ego The History of

Fishes zrujnowal Towarzystwo Królewskie

i manuskrypt Principiów zostal skazany

na zapomnienie. N a szczescie Halley byl

synem zamoznego producenta mydla,

a przy tym czlowiekiem wielkodusznym,

wiec wydal to wiekopomne, trzytomowe

dzielo wlasnym sumptem. W tym czasie

sytuacja finansowa Newtqna byla calkiem

przyzwoita. Choc pensja profesora

i wówczas nie byla wysoka, to drugie

tyle przynosila mu odziedziczona farma

w Woolsthorpe, gdzie rosla slawna jablon.

Newton zyl samotnie prowadzac oszczedny

tryb zycia, nie zamierzal jednak trwonic

pieniedzy na wydanie ksiegi.

W dowód uznania dla osiagniec naukowych

Newtona królowa Anglii i Irlandii,

Anna, nadala mu w 1705 r. tytul

szlachecki. Z tej okazji wraz z malzonkiem

Jerzym, ksieciem Danii, i calym dworem

odwiedzila Uniwersytet w Cambridge,

by upamietnic dzien przyznania

szlachectwa naj znakomitszemu ze swych

poddanych. Nastepnie królowa wydala

uroczyste przyjecie na czesc Sir Isaaca

Newtona, choc musiala pozyczyc na ten
cel 500 funtów.

Przez wiele lat naj trudniejszym problemem

astronomicznym byla teoria ruchu

Ksiezyca, który ze wzgledu na bliskie

sasiedztwo Ziemi mógl byc dokladnie

obserwowany. Srednia dlugosc ekliptyczna l

(odpowiednik dlugosci geograficznej,
gdy podstawowym kolem ukladu

wspólrzednych jest ekliptyka) Ksiezyca,



w ruchu niezaburzonym rosnie w czasie

liniowo, a wiec wyraza sie wzorem:

l = nt + lo, gdzie n i lo sa pewnymi.

stalymi. W przypadku istnienia zaburzen

wzór powyzszy trzeba uzupelnic
o wyraz P reprezentujacy spowodowane

przez nie okresowe zm'iany dlugosci

ekliptycznej Ksiezyca. Znajac z obserwacji
wartosci l w'trzech róznych epokach

(tak astronomowie nazywaja wyróznione
chwile, zwlaszcza gdy dzieli je duzy odstep

czasu) otrzymamy: II = ntl + lo + Pl,
l2 = nt2 + lo + P2, h = nt3 + lo + P3.

Z pierwszych dwóch i ostatnich dwóch

równan dostajemy:

(1) n = (l2 - h - P2 + PI)/(h ....:.tl) ,

(2) n = (l3 - l2 - P3 + P2) / (h - t2) ,

W przypadku planet Ukladu Slonecznego

te dwa wyrazenia, (1) i (2), daja te sama
wartosc n z wysoka dokladnoscia. Gdy

analogiczne rozwazania przeprowadzimy

dla Ksiezyca, to okaze sie, ze wartosci ze

wzoru (1) i (2) nie pokrywaja sie. Fakt ten
po raz pierwszy zauwazyl Halley w 1693 r.

Dokladnosc wartosci n otrzymanych ze

wzorów (l) i (2) zalezy od przedzialów
czasowych t2 - tl i t3 - h, dlatego Halley

wybral trzy epoki odlegle mozliwie

najbardziej. Aby otrzymac dokladne

wartosci l dla czasów, gdy nie bylo jeszcze

teleskopów, Halley wykorzystal zapisy
o starozytnych zacmieniach, bowiem

podczas zacmienia dlugosc ekliptyczna

Ksiezyca jest scisle okreslona przez
wspólrzedne Slonca. Jedna z grup zacmien

zostala wzieta z Almagestu Klaudiusza

Ptolemeusza (okolo 100-168), druga
grupe stanowily zacmienia obserwowane
przez astronomów arabskich w IX w.

Trzecia epoka byla wspólczesna Halleyowi.

Stwierdzil on, ze w wyrazeniu na srednia

dlugosc ekliptyczna Ksiezyca wystepuje tez
wyraz z t2. Mianowicie

(3) l = nt + lo + P.c~or + P,

gdzie postac zaleznosci od t2 wynika
z faktu, ze tradycyjnie t liczymy w latach,
natomiast p. w sekundach luku na stulecie;

p. = lO" /wiek2• Wielkosc dwukrotnie

wieksza to tzw. przyspieszenie wiekowe

Ksiezyca (tak zreszta w astronomii
nazywa sie bardzo drobne, ale

systematyczne odchylki wszelkich ruchów

od jednostajnosci). Jak mala jest to

wartosc, mozna zobrazowac nastepujaco:
gdyby wskazówka sekundnika poruszala

sie z takim przyspieszeniem katowym,

to zegarek spieszylby sie o l S na
216 000 lat!

Poniewaz wiekowe przyspieszenie Ksiezyca

zostalo odkryte na drodze obserwacyjnej,

powstal wazny problem, czy teoria ciazenia

Newtona moze wyjasnic to zjawisko.

2

Istnieja wiec dwie liczby {rO} i {sO}, gdzie r > s, lezace w tej samej

szufladce, czyli w tym samym podprzedzicile o dlugosci l/Q. Biorac

róznice dwóch takich liczb otrzymujemy

{rO} - {sO} = rO - [rO] - (sO - [sO]) = (r - s)O - ([rO] - [sO]) = gO - p,

gdzie q = r - s> O i p = [rO] - [sO] sa liczbami calkowitymi oraz

IqO - pl = l{rO} - {sO}1 < l/Q. Istnieja wiec liczby calkowite p, q

spelniaj ace nierównosci (1).

Zauwazmy, ze jesli p i q spelniaja nierównosci (1), to takze

10 - p/ql < l/qQ:S 1/q2. A wiec liczba wymierna p/q przybliza

liczbe rzeczywista O z dokladnoscia 1/q2, co jest znacznie lepszym

rezultatem niz nasza pierwsza obserwacja o mozliwosci przyblizania

liczb rzeczywistych liczbami wymiernymi. Dokladniej, otrzymujemy

nastepujacy wazny wniosek.

Wniosek 2. Dla kazdej liczby niewymiernej O istnieje nieskonczenie

wiele par liczb calkowitych p, q spelniajacych nierówno.sc

(2) lo - p.1 < ~ .q a2

Dowód. Niech Q bedzie liczba naturalna i niech p, q spelniaja

nierównosci (1). Wtedy liczby p, q spelniaja takze nierównosc (2).

Ponadto, poniewaz O jest liczba niewymierna, mamy takze

O<lqO-pl·

Istnieje wiec taka liczba naturalna Q1, ze 1/Q1 < IqO - pl. Dla

liczby Q1 dobieramy na podstawie twierdzenia Dirichleta liczby

calkowite Pl, a1 spelniajace nierównosci

0<lq10-P11<1/Q1 oraz 0<'q1:SQ1'

Wtedy mamy takze 10 - pt!q11 < l/qr, a wiec Pl, q1 jest

rozwiazaniem nierównosci (2), i jest to rozwiazanie rózne od

rozwiazania P, q, gdyz Iq10 - Pll < 1/Q1 < IqO - pl·

Postepuj ac tak samo z para Pl, q1 znaj dziemy rozwiazanie P2, q2

nierównosci (2) spelniajace nierównosci

la20 - P21 < Iq10 - Pll < IqO - pl·

Kontynuujac to postepowanie znajdziemy dowolnie dlugi ciag

rozwiazan nierównosci (2). Ma ona wiec nieskonczenie wiele

rozwiazan w liczbach calkowitych P, q.

N atomiast jesli liczba O jest wymierna, O = a/b, gdzie a i b sa

liczbami calkowitymi oraz b > O, to dla kazdych liczb calkowitych

P, a, takich, ze O ::j; p/q oraz q > O, mamy

I aq - bPI 110 - p/q I = bq 2: bq .

Jesli wiec spelniona jest nierównosc (2), to otrzymujemy

l/bq:S 10 - p/ql < 1/q2, skad q < b. Stad wynika, ze nierównosc (2)

ma tylko skonczona liczbe rozwiazan w liczbach calkowitych P, q,

takich, ze O ::j; p/q.

Za pomoca aparatu ulamków lancuchowych mozna udowodnic,

ze kazda liczbe niewymierna O mozna aproksymowac liczbami

wymiernymi z nieco wieksza dokladnoscia niz daja rozwiazania

nierównosci (2). Mamy bowiem nastepujace twierdzenie.

Twierdzenie 3 (A. Hurwitz, 1891)

Jesli O jest liczba niewymierna, to dla c = vis nierównosc

(3) lo - p.1 < _1a cq2

ma nieskonczenie wiele rozwiazan w liczbach calkowitych P, q.

Ale dla c > vis istnieja liczby niewymierne O, dla których

nierównosc (3) ma tylko skonczona liczbe rozwiazan. Mozna

wykazac, ze taka liczba jest 01 = (vis + 1)/2, a takze kazda liczba
z nia równowazna.



Niewynliernoscia kwadratowa nazywamy kazda liczbe niewymierna, która jest

pierwiastkiem wielomianu stopnia 2 o wspólczynnikach wymiernych.

Liczba algebraiczna nazywa sie kazda liczbe e, która jest pierwiastkiem pewnego

wielomianu o wspólczynnikach calkowitych, nierozkladalnego na wielomiany

o wspólczynnikach wymiernych. Stopien takiego wielomianu zalezy tylko od e

i nazywa sie slopmem I1.czby e.

Aproksymacje liczb algebraicznych

Udowodnimy teraz twierdzenie Liouville'a orzekajace, ze liczby

algebraicznej e stopnia n > l nie mozna aproksymowac liczbami

wymiernymi o mianowniku q z dokladnoscia rzedu 1/ qn .

Twierdzenie 4 (J. Liouville, 1844)
Niech e bedzie rzeczywista liczba algebraiczna stopnia n > 1.
Wtedy istnieje taka stata c > O, zalezna od liczby e, ze dla kazdej

liczby wymiernej p/q, takiej, ze q > O oraz le - p/ql < l, zachodzi
nzerównosc

J. Liouville zauwazyl w 1844 roku, ze dla kazdej niewymiernosci

kwadratowej e istnieje taka stala c > O, ze nierównosc (3) w ogóle

nie ma zadnych rozwiazan w liczbach calkowitych p, q. Wyznacza

to definitywna miare mozliwosci przyblizania niewymiernosci

kwadratowej e liczbami wymiernymi o mianowniku q: istnieje

nieskonczenie wiele przyblizen p/ q liczby e z dokladnoscia 1/ q2, ale

nie istnieja zadne przyblizenia p/q liczby e z dokladnoscia 1/cq2,

gdzie c jest stala zalezna od e.

Rezultaty Liouville'a sa znacznie ogólniejsze i dotycza nie tylko

rzeczywistych niewymiernosci kwadratowych, ale dowolnych

rzeczywistych liczb algebraicznych.

Zagadnieniem tym zajmowali sie

w nastepnych stuleciach najwybitniejsi

fizycy i matematycy. Dlaczego sam

Newton nie podjal próby rozwiazania

tego problemu? Przeciez w Principiach

analizowal wplyw Slonca na ruch Ksiezyca

wokól Ziemi. W 1770 r. Akademia Paryska

wyznaczyla nagrode za zbadanie problemu,

czy teoria grawitacji moze wyjasnic
wiekowe przyspieszenie Ksiezyca oraz czy

zmiana orbity Ksiezyca nie doprowadzi do

jego upadku na Ziemie.

Leonhard Euler (1707-1783) w pracy
konkursowej Nowa teoria ruchu Ksiezyca

z 1772 r. doszedl do wniosku, ze ta

anomalia ruchu naszego satelity nie

moze byc spowodowana wzajemnym

oddzialywaniem Ziemi, Ksiezyca i Slonca.

Stwierdzil ponadto, ze przyspieszenie

wiekowe Ksiezyca nie jest wynikiem

oddzialywania grawitacyjnego
z jakimkolwiek cialem niebieskim. Euler

sadzil, ze znalazl bezposredni dowód

na istnienie eteru. Pisal: Tak wiec

nie ma watpliwosci, ze obserwowane

przyspieszenie wiekowe Ksiezyca jest

wynikiem oporu osrodka, w którym zachodzi

ruch cial niebieskich. Teoria Eulera,

bledna w przypadku Ksiezyca, moze

byc zastosowana do ruchu sztucznych

satelitów Ziemi. W 1774 r. problem

wiekowego przyspieszenia podjal Joseph

Louis Lagrange (1736-1813), niestety
bezskutecznie. Jednak waznym wynikiem

Lagrange'a bylo wykazanie, ze na skutek

oddzialywania innych planet Ukladu

Slonecznego na Ziemie mimosród jej

orbity zmienia sie okresowo z okresem

24 000 lat. Wspólczesne obliczenia

wykazuja, ze mimosród orbity Ziemi

zmienia sie w granicach od O do 0,067735.

W 1786 r. Pierre Simon de Laplace

(1749-1827) podal wyjasnienie

pochodzenia wiekowego przyspieszenia

w ruchu Ksiezyca. Badajac ruch satelitów

Jowisza Laplace zauwazyl, ze zmiany

mimosrodu jego orbity prowadza do

przyspieszenia ruchu tych satelitów

w dlugosci ekliptycznej. Zakladajac,

ze zmiany mimosrodu orbity Ziemi

prowadza do analogicznego efektu
w przypadku Ksiezyca, Laplace obliczyl

wielkosc p. wchodzaca do wzoru (3)

otrzymujac p. = lO': 18, co dobrze zgadzalo

sie z wynikami obserwacji. Uznano wiec,

ze zjawisko wiekowego przyspieszenia

Ksiezyca zostalo wyjasnione zadowalajaco.

Z obliczen Laplace'a wynikalo,

ze przyspieszenie sredniego ruchu katowego

Ksiezyca wywolane jest efektami czysto

grawitacyjnymi, dlatego zarówno sredni

ruch katowy, jak i duza pólos orbity
~ _ L 1.. fi ••~~:Ii

le - El > _l .q cqn
(4)

Dowód. Niech f bedzie takim wielomianem stopnia n
o wspólczynnikach calkowitych, ze f(e) = O. Wtedy f nie ma

pierwiastków wymiernych, zatem dla dowolnych liczb calkowitych

p, q, gdzie q > O mamy f(p/q) :j:. O. Ponadto, f(p/q) jest liczba

wymierna o mianowniku qn, zatem If(p/q)1 ~ l/qn. Z drugiej strony,

na podstawie twierdzenia o wartosci sredniej, istnieje taka liczba

rzeczywista a lezaca miedzy p/q i O, ze

f(p/q) = f(p/q) - f(O) = (p/q - O) . f'(a).

Z zalozenia Ip/q- Ol < 1 wynika, ze a E (O - l, O + l). Pochodna f'

wielomianu f jest ograniczona w kazdym przedziale skonczonym,

niech wiec c bedzie taka liczba rzeczywista, ze 1f'(x)1 < c dla

kazdego x w przedziale (O - l, O + l). Mamy wówczas

l
~ :::; If(p/q)1 < Ip/q - Ol· c,
q

skad otrzymujemy nierównosc (4).

Tutaj liczbe e uwazamy za równowazna z liczba a, jesli istnieja takie

liczby calkowite a, b, c, d, ze

aa+b
e = --- oraz ad - be = ±l.

ca+d

Mozna udowodnic, ze dla wszystkich liczb niewymiernych

nierównowaznych zlicz ba e1 = (V5 + 1)/2 istnieje nieskonczenie

wiele rozwiazall nierównosci (3) ze stala c = yI8.

Tutaj historia sie powtarza: dla niewymiernosci kwadratowej

e2 = .J2 i liczb z nia równowaznych nie mozna zamienic stalej yI8

na zadna liczbe wieksza, natomiast po usunieciu wszystkich
liczb równowaznych z e1 i e2 dla wszystkich pozostalych liczb

niewymiernych e nierównosc (3) ma nieskonczenie wiele rozwiazan

ze stala c = .J22I/5. Mozna udowodnic, ze ten proces eliminowania

pewnych niewymiernosci kwadratowych i powiekszania stalej c jest

nieskonczony, jakkolwiek stala c zawsze spelnia nierównosc c < 3.
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Dyson (1947), Gell'ond (19'J8) I' > ~
Roth (1955) ?' > '2

I.' Ksiezyca powinny wykonywac
dlugookresowe oscylacje z okresem
24 000 lat. W tej sytuacji pojawienie

sie wyrazenia wiekowego f.L(t/100Y

we wzorze (3) moze swiadczyc

jedynie o niedoskonalosci aparatu

matematycznego. Wydawalo sie,

ze problem konkursowy Akademii Paryskiej

zostal definitywnie rozwiazany.

Jednakze John Couch Adams (1819-1892),

wspólodkrywca Neptuna w 1845 L,

wykazal, ze obliczenia Laplace'a byly

niedokladne. Obliczona przez Adamsa

p w 1853 L wartosc f.L wynosila 5': 72/wiek2,

l tzn. polowe obserwowanego przyspieszenia.
Ta jaskrawa rozbieznosc wyników

teoretycznych i obserwacyjnych oznacza,

ze na Ksiezyc dzialaja inne sily, nie

majace charakteru grawitacyjnego. "Fakt

ten - pisal Adams - moze wskazywac

nam droge do waznego odkrycia

fizycznego". W 1860 r. Charles Delaunay

(1816-1872) przeprowadzil obliczenia,

które potwierdzily wynik uzyskany przez
Adamsa.

Prawidlowe przypuszczenie co do przyczyn

wiekowego przyspieszenia Ksiezyca

wyrazil slawny filozof z Królewca,

Immanuel Kant (1724-1804). Stwierdzil
on, ze obserwowany efekt powoduja sily

przyplywowe w ukladzie Ziemia-Ksiezyc.

(Na marginesie dodajmy, ze równie

celna przepowiednie znalezc mozna

w dziele Jonathana Swifta (1667-1745)

Podróze Guliwera, gdzie autor stwierdza

istnienie dwóch ksiezyców Marsa i dosc

precyzyjnie okresla ich okresy obiegu

wokól planety póltora wieku przed

ich odkryciem.) W 1865 L Delaunay

przeprowadzil analize tego zagadnienia

i potwierdzil przypuszczenia Kanta.

Udzial sil przyplywowych w ewolucji

ukladu Ziemia-Ksiezyc zostal szczególowo

rozwazony przez George'a Howarda

Darwina (1845-1912), syna slawnego
Charlesa Roberta. Przyplywy obserwuje

sie nie tylko na morzach i oceanach,

lecz równiez w skorupie i atmosferze
Ziemi. Powierzchnia Ziemi wskutek

przyplywów ksiezycowych unosi sie

o kilkadziesiat centymetrów. Darwin

wykazal, ze przyplywy powoduja tarcie

we wnetrzu Ziemi i w konsekwencji

prowadza do zwolnienia jej obrotu wokól

osi. Wspólczesne pomiary potwierdzaja

wiekowe zwalnianie obrotu Ziemi, a wiec

wydluzenie doby ziemskiej. Jest ono

nieznaczne, wynosi bowiem 0':0015/wiek.

Wedlug Darwina zwalnianie obrotu Ziemi

powoduje oddalanie sie Ksiezyca od Ziemi,

prowadzi zatem do efektu odwrotnego

niz obserwowany obecnie. Rozwazania

Darwina nie sa scisle i nie nalezy
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Przyklad 5. Jednym z najslawniejszych zastosowali twierdzenia

Liouville'ajest dowód istnienia liczb przestepnych. Liczbe

rzeczywista nazywa sie liczba przestepna, jesli nie jest ona

pierwiastkiem zadnego (niezerowego ) wielomianu o wspólczynnikach

wymiernych. A wiec liczba rzeczywista jest przestepna, jesli nie jest

liczba algebraiczna.

Liouville podal nastepujacy przyklad liczby przestepnej. Niech

B = 2:: lO-iI = 0,11000100000000000000000100 ....
i=l

Wtedy mianownik n-tej sumy czesciowej Sn = 2:::7=110-;1 jest

równy q := qn = lOn', jesli wiec licznik tej sumy oznaczymy p := Pn,

to mamy nierównosc

p 2O<B--<--.
q qn+l

Gdyby B byla liczba algebraiczna stopnia N, to na podstawie

twierdzenia Liouville'a mielibysmy nierównosc

l p-<B--
cqN q

dla pewnej stalej c > O. Stad qn+1-N < 2c. Ta nierównosc ma

zachodzic przy stalych c i N dla kazdego naturalnego n oraz

q = lOnl, co jest sprzeczne. A wiec B nie jest liczba algebraiczna, jest

wiec liczba przestepna.

Wniosek 6. Jesli B jest rzeczywista liczba algebraiczna

stopnia n > l, to dla kazdej liczby J.1 > n nierównosc

(5) IB - El < ~q q I-'

ma tylko sk01iczona liczbe rozwiazan w liczbach calkowitych p, q,

gdzie q > O.

Dowód. Przypuscmy, ze J.1 = n + c, gdzie c > O, i nasza nierównosc

ma nieskoncznie wiele rozwiazan. Wtedy istnieje stala c > O

spelniajaca nierównosc (4), zatem

l I p I l
-< B-- <--
cqn q qn+" '

skad q" < c dla nieskonczenie wielu naturalnych q, sprzecznosc.

Skonczonosc liczby rozwiazan nierównosci (5) interpretujemy
jako niemozliwosc aproksymowania liczby algebraicznej stopnia n
liczbami wymiernymi p/q z dokladnoscia l/ql-' dla J.1 > n. Czy jednak

nie istnieje mozliwosc znalezienia nieskonczenie wielu rozwiazali

nierównosci (5), gdy zazadamy nieco mniejszej dokladnosci? Okazuje

sie, ze nawet dosc znaczne zmniejszenie liczby J.1 nie zmienia sytuacji,

która opisujemy zwiezle mówiac, ze liczby algebraiczne nie daja sie
dobrze przyblizac liczbami wymiernymi.

Oto tabela wskazujaca autorów kolejnych rekordów w wyznacz"l1Iu n8jI11IW'jSZ<"J

lirzby I-' gwarantujacej skonczonosc liczby rozwiazan nIerównosci (5) dla hczlJy
algebraicznej 8 stopnia n

Llouville (1844) ?' > n
Thue (1909) I-' > ln + 1

S,egel (1921) I-' > '2y1n

Twierdzenie Rotha uniezaleznilo ostatecznie liczbe J.1 od stopnia n
liczby algebraicznej B. Brzmi ono nastepujaco:

Twierdzenie 7 (K.F. Roth, 1955)

Niech B bedzie rzeczywista liczba algebraiczna stopnia> 1. Wtedy dla

kazdej liczby c > O nierównosc

IB- El <_lq q2+"

ma tylko skonczona liczbe rozwiazan w liczbach calkowitych p, q.

Klaus F. Roth otrzymal za ten rezultat Medal Fieldsa na

Miedzynarodowym Kongresie Matematyków w Edynburgu
w 1958 roku.



Równanie zegarka
Piotr CHRZASTOWSKI

Mam zegarek analogowy. Zegarek jest typu Pobieda i charakteryzuje
sie tym, ze duza wskazówka jest prawie identycznej wielkosci co mala.

Wielokrotnie patrzac sie na niego mialem watpliwosci, która z nich

pelni jaka role. Nie zawsze jednak. Niekiedy sytuacja byla klarowna.
Na przy klad o godzinie dokladnie piatej nie sposób sie pomylic: naj blizsza

sensowna godzina wskazywana przez wskazówki zamienione rolami

(godzinowa pokazuje minuty, a minutowa - godziny) to dwadziescia piec
po dwunastej, ale wtedy, jezeli przyjmiemy, ze dolna wskazówka ma

wskazywac dokladnie piatke, to górna wskazówka powinna byc prawie

w polowie miedzy dwunasta a pierwsza. Z kolei, na przyklad, tuz przed

w pól do dwunastej mozna sie juz zastanawiac, czy przypadkiem nie

mamy do czynienia z mniej wiecej za dwie i pól minuty szósta.

Ciekawe, ile dokladnie jest takich mylacych ustawien. Problem

sformulujmy tak: dla zegarka analogowego, w którym obie wskazówki sa

nierozróznialne, okreslic, ile razy w ciagu dwunastu godzin nie mozna miec

pewnosci co do pomiaru czasu.

Rozwiazemy ten problem odwolujac sie do ciekawego narzedzia, jakim jest

wzór de Moivre'a ((cos cjJ + i sin cjJ)X = coscjJx + isin cjJx), który znakomicie
opisuje polozenie wskazówek. Umiescmy tarcze zegarka w plaszczyznie

zespolonej tak, zeby poczatek ukladu pokrywal sie z osia zegarka, a konce

wskazówek minutowej i godzinowej lezaly na okregu jednostkowym.

Zalózmy tez, aby byc w zgodzie z "punktem zero", jakim jest godzina

dwunasta oraz z kierunkiem obiegu wskazówek w tradycyjnych zegarkach,
ze os rzeczywista jest skierowana do góry, a os urojona - na prawo.

Dwunasta to w naszym ukladzie godzina jeden.

Niech g oznacza liczbe zespolona z okregu jednostkowego, odpowiadajaca

polozeniu wskazówki godzinowej, m zas - minutowej. Ze wzgledu na

to, ze wskazówka minutowa obiega srodek zegarka dwunastokrotnie

szybciej niz godzinowa, kat, jaki zakresla, jest dwunastokrotnie wiekszy

od godzinowego. Mamy zatem spelnione równanie zegarka
12

m=g

gdyz podnoszenie do potegi na kole jednostkowym odpowiada, zgodnie ze

wzorem de Moivre'a, odpowiedniemu zwielokrotnianiu kata.

Wracajac do naszego problemu: sytuacja, w której mamy watpliwosci,

która z identycznych wskazówek pelni która role, odpowiada

jednoczesnemu spelnieniu dwóch równan: m = g12 oraz g = m12.

Podstawiajac pierwsze równanie do drugiego otrzymujemy g = g144,

a po podzieleniu przez g (rózne od zera, jako ze wziete z okregu

jednostkowego) mamy g143 = l. Rozwiazaniami tego równania sa zatem

wszystkie 143 pierwiastki z jednosci, czyli wierzcholki 143-kata foremnego

o jednym wierzcholku w punkcie l (czyli o dwunastej). Oznacza to,

ze co 12/143 godziny mamy do czynienia z sytuacja niepewnosci.

W zasadzie powinnismy odjac jeszcze wszystkie te sytuacje, w których

wskazówki sie pokrywaja (trudno sie wtedy az tak bardzo pomylic!). Ile

jest takich sytuacji? Oczywiscie, 11, co wie kazdy, kto przeczy tal Lilavati,

ale mozemy to tez szybko wyprowadzic za pomoca naszego narzedzia.

Wskazówki sie pokryja, gdy wskazówka godzinowa bedzie w tym samym

polozeniu co minutowa, czyli g = g12, co po podzieleniu przez g daje

gl1 = l, którego to równania rozwiazaniem jest wszystkie 11 odpowiednich

pierwiastków z jednosci.

Ostatecznie zatem sytuacje mylace nastepuja tak naprawde jedynie

143 - 11 = 132 razy w ciagu 12 godzin.

Czasami budzac sie nie wiem, czy patrze na zegarek lezacy na stoliku

nocnym normalnie czy do góry nogami. Zalózmy, ze tym razem

zaopatrzeni jestesmy w zegarek z dobrze rozróznialnymi wskazówkami.

Problemem jest wiec jedynie stwierdzenie na podstawie samego ogladu

tarczy, czy zegarek lezy normalnie, czy jest odwrócony.
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ich przyjmowac bezkrytycznie. Oprócz

przyplywów pochodzacych od Ksiezyca

wystepuja przyplywy zwiazane

z dzialaniem grawitacyjnym Slonca na

Ziemie. Relacje miedzy przyplywami

slonecznymi i ksiezycowymi sa dosc

zlozone, czasem sie wzmacniaja, czasem

oslabiaja. Harold Jeffrey (1891-1989)
wykazal w 1920 r., ze róznica miedzy

obserwowana wielkoscia J.t a wartoscia

otrzymana przez Adamsa moze byc

wyjasniona przez uwzglednienie tarcia

przyplywowego w morzach Ziemi.

Wywolane tym tarciem zwolnienie obrotu

powoduje, wedlug Jeffreya, przyspieszenie

ruchu katowego Ksiezca rówue

w przyblizeniu polowie przyspieszenia

wyznaczonego z obserwacji.

Podejmowane byly równiez próby

uwzglednienia wplywu wzrostu masy

Ziemi na ruch Ksiezyca. W szczególnosci

Iwan Mieszczerski (1859-1935) obliczyl
w 1905 L, ze powolny wzrost masy Ziemi

powoduje przyspieszenie wiekowe w ruchu

Ksiezyca. Efekt ten jest jednak nieznaczny.

Wedlug aktualnych danych na Ziemie
spada 400 ton materii meteorytowej na

dobe, co wywoluje przyspieszenie wiekowe

w ruchu Ksiezyca równe O'; 0001/wiek2.

Pierwsze teorie ruchu ,Ksiezyca.

oparte na przyblizonym rozwiazaniu

zagadnienia trzech cial: Slonca, Ziemi

i Ksiezyca, podali: Alexis Claude

Clairaut (1713-1765), Jean Le Rond

d'Alembert (1717-1783) i Leonharcl
Euler. Rozwinieciem prac d' Alemberta.

i Clairauta byla teoria Laplace'a,

który podal tablice polozeli Ksiezyca

z dokladnoscia do 0',5. W pózniejszych

latach teoria ruchu Ksiezyca byla

udoskonalana przez wielu matematyków

i astronomów. vVspólczesne teorie ruchu

naszego satelity sa rozwinieciem teorii

Delaunaya i George'a Hilla (1838-1914).

Modyfikacja teorii Hilla jest ILE (skrót

od Improved Lunar Ephemeri.s) podana

przez W.J. Eckerta ze wspólpracownikami
w 1954 r. Metoda ta ma charakter

czysto numeryczny i odznacza sie duza

dokladnoscia otrzymanej efemerydy

Ksiezyca. Roz~inieciem analitycznej

metody Delaunaya jest ALE (Analytic

Lunar Ephemeri.s), która uzyskali

A. Deprit, J. Henrard i A. Rom w 1970 L
Teoria ruchu Ksiezyca rozwaza jedynie sily
grawitacyjne, a efekty niegrawitacyjne

uwzgledniane sa za pomoca poprawek

empirycznych.

Od chwili odkrycia przez Halleya

wiekowego przyspieszenia Ksiezyca minelo

300 lat, a wciaz nie potrafimy



Róznica czasu miedzy Bombajem a Londynem wynosi 5 l godziny.

(W Indiach, rozciagajacych sie od 67° do 97° dlugosci wschodniej,

obowiazuje przez caly rok czas poludnika 82°, w przyblizeniu polowiacego

ten wielki kraj.) Niech gL oraz mL oznaczaja polozenia wskazówek

w Londynie, gB i mB zas - w Bombaju. Wykazemy, ze w Bombaju zawsze

po odwróceniu zegarka do góry nogami oraz posunieciu samej wskazówki

godzinowej o dokladnie pól godziny (czyli pomnozeniu jej przez e"i/12)

otrzymamy czas poludnika Greenwich. Aby tak bylo, musza byc spelnione
równania:

Ciekawe, ze znajomy Hindus, Raghu, kiedy rozmawialem z nim o tej

obserwacji, opowiedzial mi, ze w Indiach znany jest sposób szybkiego

obliczania godziny, jaka panuje w danym momencie w stolicy Imperium.

Nalezy mianowicie spojrzec na zegarek do góry nogami i przesunac

wskazówke godzinowa w myslach do najblizszego sensownego polozenia ..

Powiedzmy sobie, klarowal mi Raghu, ze mamy w Bombaju godzine 1025.

Odwracamy zegarek i widzimy, ze minutowa wskazówka pokazuje jakby

"za 5 cos", a godzinowa lezy mniej wiecej w polowie miedzy 4-ta a 5-ta.

Popychamy wiec ja w myslach do przodu i zgadujemy, ze w Londynie jest

za piec piata. Dlaczego do przodu, a nie do tylu? - zapytalem. - Jezeli

jest mniej wiecej tak samo dobrze do przodu, jak do tylu, to popychamy

do przodu - odpowiedzial Raghu i zabralismy sie za sprawdzanie tego
fenomenu.

Obrót o 180 stopni odpowiada na plaszczyznie zespolonej pomnozeniu

liczby przez -1. Jezeli zatem mielibysmy watpliwosci, jak zorientowany

jest zegarek, to powinna byc spelniona para równan

m=g12 oraz _m=(_g)12,

gdyz zarówno na zegarku normalnym, jak i odwróconym chcemy widziec

poprawne ulozenie wskazówek. Ta para równan nie ma jednak rozwiazania

na okregu jednostkowym, zatem tylko jedno z nich moze byc prawdziwe.

Oznacza to, ze majac dostatecznie dobry wzrok nigdy nie popelnimy tego

typu bledu. Radze wszystkim posiadaczom zegarka spojrzec na niego do

góry nogami. Recze, ze nikt nie zobaczy godziny, która jakkolwiek dalaby

sie sensownie zinterpretowac.

Moze powstac watpliwosc co do celowosci

tworzenia tak dokladnej teorii ruchu cial

Ukladu Slonecznego. Czy taka teoria moze

byc wykorzystana? Oczywiscie, rzetelnosc

i precyzja moga byc celem samym

w sobie. Nalezy jednak pamietac, ze dzieki

dokladnej teorii ruchu planet Ukladu

Slonecznego mozliwe bylo stwierdzenie

niewytlumaczalnego przez teorie klasyczna

ruchu peryhelium Merkurego 60 lat przed

sformulowaniem przez Einsteina ogólnej

teorii wzglednosci. Urbain Joseph Leverrier

(1811-1877), wspólodkrywca Neptuna,
12 wrzesnia 1869 r. na posiedzeniu

Akademii Paryskiej przedstawil list Herve

Faye'a (1814-1902) opisujacy wyniki
obserwacji wykonanych przez autora

listu. W liscie zawarta byla informacja

o tajemniczym ruchu peryhelium

Merkurego wynoszacym 38" fwiek.

Leverrier rozwazal mozliwosc istnienia

niezidentyfikowanego ciala pomiedzy

Sloncem i Merkurym. Ruch peryhelium

Merkurego oraz innych cial niebieskich jest
przedmiotem badan od 1850 r. do chwili

obecnej. Wartosc 43" fwiek, otrzymana

przez Simona Newcomba (1835-1909) dla

Merkurego w 1882 L, jest aktualna do

dzisiaj.

odpowiedziec na druga czesc konkursowego

pytania Akademii Paryskiej z 1770 r.

Sytuacja ta jest typowa dla fizyki. Jest

wiele problemów, na które nie potrafimy

udzielic scislej odpowiedzi, mimo ze znamy

prawa rzadzace danym zagadnieniem.

Wynika to z faktu, ze prawa w fizyce

sformulowane sa w jezyku równan

rózniczkowych, które sa konsekwencja

zasady naj mniejszego dzialania. Niestety,

równa11 tych nie umiemy rozwiazac nawet

w wielu prostych sytuacjach fizycznych.

Albert Einstein (1879-1955) ujal ten

problem nastepujaco: Bóg stworzyl swiat

wedlug niecalkowalnych równan.

gL = _gBe"i/12 oraz mL = -mB,

a jednoczesnie musi byc spelnione równanie zegarka dla Bombaju

mB = g11. Sprawdzmy, czy bedzie ono spelnione i dla Londynu.

Korzystajac ze wzoru Eulera, e"i = -l, dostajemy

g12 = (_gBe"i/12)12 = gk2e"i =
12

= -gB = -mB = mL .

Bomba! Zgodzilo sie. Oznacza to, ze postepujac w Bombaju w opisany

sposób, zawsze otrzymamy poprawna godzine, a ze wzgledu na to,

ze wskazówka godzinowa zostala cofnieta w naszym algorytmie dokladnie

o 5l godziny (6 godzin do tylu przy obrocie zegarka i potem l godziny do
przodu), zawsze otrzymamy czas poludnika Greenwich.

Widac stad od razu, jak nalezy postepowac w Londynie, zeby otrzymac czas indyjski.

Szybko rozwiazmy jeszcze pare malych problemów. Po pierwsze, ogladajac zegarek w lustrze zobaczymy zawsze sensowna

godzine (oczywiscie, zakladamy, ze na cyferblacie zadnych cyfr nie ma). Dzieje sie wlasnie tak, gdyz lustrzane odbicie to nic

innego, jak przeksztalcenie symetryczne wzgledem osi rzeczywistej, odpowiadajace operacji sprzezenia liczby zespolonej. A ze

g12 = m wtedy i tylko wtedy, gdy []12= m, wiec równanie zegarka bedzie dzialalo i dla "sprzezonej" tarczy. Radze spojrzec

do lustra, aby sie o tym przekonac.

Dalej, zakladajac, ze wskazówka sekundowa pokrywa sie o godzinie 12 z dwiema pozostalymi, mozemy wywnioskowac, ze taka.

sytuacja nie zdarzy sie ponownie wczesniej niz za 12 godzin. Wystarczy zauwazyc, ze jezeli s oznacza. polozenie wskazówki

sekundowej, to dodatkowo s = m60. Latwo sprawdzic, ze jedynym rozwiazaniem ukla9.u równan g = m = s, m = g12, S = m60

jest g = m = s = 1, czyli godzina dwunasta.

W epoce zegarków cyfrowych warto czasami z sentymentem wrócic do dawnych dobrych czasów, kiedy to czas odmierzal sie

w sposób ciagly. Co prawda, ciaglosc ta cokolwiek byla naciagana, gdyz wiekszosc mechanizmów i tak popychala wskazówki

"kwantami" ruchu, zgodnymi badz to ze spadaniem ziarenek piasku, badz z rytmem wahniec wahadla czy tez sprezynkowego

wlosa, ale dla niedoskonalego oka bylo to znakomita namiastka ciaglosci. A poza tym byly tez mechanizmy (jak chocby

spalanie swiecy czy przelewanie sie wody), które z ciagloscia mialy naprawde wiele wspólnego. Miganie cyferek szatkuje

niepotrzebnie czas.
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