7 kazda kolejka mozna (jednoznacznie)
powiazad wykres w ksztalcie lamane]
przedstawiajacy zmiany liczby
pieciozlotdwek w kasie podczas
obstugiwania kolejki. Kolejka jest zla
wtedy i tylko wtedy, gdy odpowiadajacy
jej wykres ma fragmenty leggce ponizej
os1 OX.
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Rys. 1. Zla kolejka typu (5,4). Siédmemu
klientowi kasjer nie moze wydad
reszty (8 = 7).
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Rys. 2. Kolejka 2 rysunku 1 po dodaniu
na poczatku osoby z picciozlotdwka.
Na pierwszych 5 + 1 = 8 migjscach
polowa oséb ma dziesigeiozlotdwki.

Kto nie wierzy, 2e opisane przeksstalcenie
jest bijekcja, niech obejray w skupieniu
rysunki 1, 21 3.

Rys. 3. Kolejka z rysunku 2 po ,wymianie
nominaléw" u pierwszych osmiu osdhb.

O kolejkach
Wtodzimierz BIELINSKI, Krzysztof PAROL

W artykule zajmiemy si¢ nastepujacym zadaniem:

Przed kasq kina stoi (p + d)-osobowa kolejka, przy czym p oséb ma monety
piecioztotowe, natomiast d 0séb ma banknoly dziesigcioztolowe. Bilety kosztujq
pieé zlotych. Przed rozpoczeciem sprzedazy w kasie nie ma pienigdzy. Na ile
sposobdw mozna ustawié kolejke, aby sprzedaz nie ulegla zahamowaniu, {zn. aby
Zadna osoba nie musiala czekaé na reszle?

W naszym rozwiazaniu bedziemy zakladaé, ze osoby sa nierozrdéznialne. Aby
otrzymaé wynik w przypadku oséb rozréznialnych, nalezy nasza odpowieds
pomnozy¢ przez pld!.

Powiemy, ze kolejka jest typu (p, d), jesh jest dtugosci p + d oraz p oséb ma
pieciozlotéwki, a pozostale osoby maja dziesigciozlotéwki. Kolejke nazwiemy
dobra, jesli sprzedaz biletéw nie ulegnie zahamowaniu, w przeciwnym przypadku
kolejke nazwiemy zta. Oznaczmy szukana liczbe przez I(p,d). Oczywiscie,
K(p,d) =0 dla p < d. Mozemy wiec zalozy¢, ze p > d. Liczbe K(p,d)
znajdziemy odejmujac od wszystkich ustawien p 4 d oséb ustawienia zle,

tzn. takie, dla ktérych kolejka utknie. Latwo zauwazyé, ze liczba wszystkich
kolejek jest réwna (p;d) (sposréd wszystkich p 4+ d miejse wybieramy p 1 na nich
ustawiamy posiadaczy pieciozlotéwek).

Wykazemy, ze liczba zlych kolejek typu (p,d) jest réwna (;i‘f) Niech s
oznacza numer osoby, na ktérej zatrzyma sie kolejka. Latwo zauwazy¢, ze s
musi by¢é liczba nieparzysta, gdyz wezedniej do kasy musiato trafi¢ tyle
pieciozlotéwek, co dziesiecioztotéwek. Dodajmy na poczatek takiej kolejki
osobe z pieciozlotéwka, tworzac nowa kolejke typu (p+ 1, d). Mamy teraz

w kolejee na pierwszych s + 1 miejscach tyle samo oséb z monetami 5 zt

i banknotami 10 zl. Dokonajmy operacji drastycznej z punktu widzenia
posiadaczy dziesieciozlotéwek. Na pierwszych s + 1 miejscach nowej kolejki
zamieimy wszystkim nominaly posiadanych pieniedzy (kto mial @ zt, po zmianie
ma 15 — z z1). Latwo zauwazyé, ze ta operacja nie zmieni typu kolejki.

Po ,wymianie pieniedzy” na pierwszym miejscu naszej kolejki typu (p+ 1, d)
stoi osoba z banknotem dziesieciozlotowym.

Opisane wyzej przeksztalcenie zlej kolejki typu (p, d) na kolejke typu (p+ 1,d)
zaczynajaca sie od osoby z dziesieciozlotéwka jest, oczywiscie, bijekeja.

Zatem, liczba ztych kolejek typu (p, d) jest réwna liczbie takich kolejek

typu (p+ 1,d), ktére zaczynaja sie od osoby z dziesieciozlotdéwka. Latwo
zauwazy¢, ze powyzszych kolejek jest (“H'”i(ld_l)), gdyz na pierwszym miejscu
stoi osoba z dziesieciozlotéwka, a p+ 1 OSC’)[E z pieciozlotowkami mozemy

w dowolny sposéb ustawié¢ na pozostalych p 4 d miejscach. Ostatecznie

otrzymujemy
0 p+d p+d (p+ d)! (p+d)!
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t(p.d) ( p ) (p+ 1) Pl (p+ DI(d— D)
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Podamy teraz kilka wlasnosei liczb K(p, d).
1K) =1

2. K(n,1) = n. Osoba z dziesieciozlotédwka nie moze sta¢ na poczatku kolejki;
mamy dla niej do dyspozycji (n + 1) — 1 = n miejsc.

3. K(n,n) = K(n,n — 1). Latwo zauwazy¢, ze w dobrej kolejce typu (n,n) na
konicu musi sta¢ osoba z banknotem dziesiecioztotowym.

4. K(p,d) = K(p,d — 1)+ K(p—1,d), gdy p > d > 0. Rozpatrzymy dwa
przypadki.
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(a) p = d. Nie istnieja wtedy dobre kolejki typu (p — 1, d), czyli K(p—1,d) = 0.
Zatem, teza wynika z punktu 3.

(b) p > d. Czytelnik zechce zauwazy¢, ze w tym przypadku operacja wyrzucania
z kolejki ostatniej osoby jest bijekcja pomiedzy zbiorem dobrych kolejek
typu (p, d) a suma zbioréw dobrych kolejek typu (p — 1,d) i dobrych kolejek
typu (p,d — 1). Jest to, oczywidcie, operacja réznowartosciowa. Operacja
odwrotna jest dodanie odpowiedniej osoby na koncu kolejki:
e do dobrej kolejki typu (p — 1, d) dostawiamy osobe z pieciozlotéwka
(oczywiscie, otrzymamy dobra kolejke typu (p, d));
e do dobrej kolejki typu (p,d — 1) dodajemy osobe z dziesieciozlotéwka
(i w tym przypadku dostaniemy dobra kolejke typu (p,d), gdyz d < p i po
obshuzeniu calej kolejki typu (p,d — 1) w kasie zostanie przynajmniej jedna
piccioztotowka).

7 powyzszych spostrzezen mamy K(p,d) = K(p,d— 1)+ K(p—1,d).

d
5. K(p,dy= > K(p—1,i)dlap>0i0<d<p.

i=0
Dowéd prowadzimy przez indukcje wzgledem d (przy ustalonym p).
Dla d = 0 mamy K(p,0)=1= K(p—1,0). Niech d > 1. Zalézmy, ze wzdr jest
prawdziwy dla wszystkich liczb naturalnych mniejszych od d. Na podstawie
punktu 4 mamy

d—1 d
E(p,d)=K(p,d—1)+ K(p—1,d)=> K(p-1,i)+ K(p—1,d)=) K(p—1,i).
i=0 i=0

6. K(p,d) = Z K(i,d —1). Dowdd przez indukeje wzgledem p [)1?) ustalonym d

przebiega podohme jak poprzedni.

7. K{p,d)= Z K(d,k (p k ). Ustawmy najpierw w kolejke osoby

Z p1e=c1oalotowl\am1 Podmelmy teraz te osoby na dwie czesci: od pozycji 1

do d i od pozycji d + 1 do p. Nastepnie, dostawiamy do kolejki d oséh

z dziesieciozlotéwkami. Do pierwszej czedcei kolejki mozemy wstawié k oséb

(k < d), w taki sposéb, by powstala dobra kolejka typu (d, k). Mozna to zrobi¢
na K(d, k) sposobéw. Pozostale d — k 0séb mozemy wstawié¢ w dowolny sposdh
do drugiej czesci kolejki. Da sie to zrobi¢ na ((p_d}z(_dk_kj"' ') sposobéw, gdyz
mamy do dyspozycji p — d miejsc, na kidrych trzeba umiesci¢ d — k oséb

z dziesieciozlotéwkami, przy czym na jednym miejscu mozemy ustawié wiecej
niz jedna osobe. Sa to wige kombinacje z powtérzeniami (liczba j-elementowych
kombinacji z powtorzeniami wybieranych ze zbioru n-elementowego jest réwna
(n+:::_l) ). Otrzymujemy wiec

d d ok
Bl = Zh’(d.k]((p_ d);(_dk—- k) — 1) ey k)(b;ffi- 1) |
k=0 k=0 b o

8. Z( 1)*K(2n —1,i) = 0. Dowdd tego wzoru polega na nietrudnych

plzckszta}cemach (z wykorzystaniem wlasnosci 4); Czytelnik zechee go
przeprowadzié samodzielnie.

9. Liczba K(n,n) jest réwna tzw. (n + 1)-szej liczbie Catalana. Jak to wykazaé
i co to sa liezby Catalana, opowiemy Czytelnikom Delly przy innej okazji.

Na zakonczenie proponujemy Czytelnikom samodzielne rozwiazanie

(z wykorzystaniem liczb K (p, d)) nastepujacego zadania:

Na ile sposobéw mozna ustawi¢ w dwuszeregu 2n-osobowq druzyne harcerska, aby
w kazdym szerequ harcerze byli ustawieni wedlug wzrostu oraz aby za kazdym
harcerzem =z pierwszego szerequ stal harcerz od niego wyzszy? (W tym zadaniu
zakladamy, ze harcerze sa rozrdznialni.)
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