Kacik olimpijski (12)

Konsekwencje prostej uwagi
1 dwumianu Newtona

Jézef BANAS

W wielu sytuacjach zdarza sie, ze prosta, a nawet trywialna obserwacja pociaga
za soba daleko idace konsekwencje, umozliwiajac znaczne uproszezenie dowodow
i skomplikowanych rozumowarn.

Nize) cheialbym przedstawié przyklad ilustrujacy wypowiedziany poglad.

Otdz, w matematyce bardzo wazne sa roznego typu rownoséei i tozsamodel
pozwalajace wyrazié¢ skomplikowane wyrazenia przez wyrazenia znacznie
prostsze. Przyktadami takich réwnosci moga by¢ wypisane nizej wzory
zaczerpniete ze znakomitego zbioru zadan [1].

1. Dla dowolnych liczb rzeczywistych a, b oraz dla dowolnego naturalnego n

zachodzi réwnosé =
Z (:) kakpn—F = na(a + b)"‘_1 b
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2. Dla dowolnej liczby naturalnej n jest

i (:) k=n2"-1.
k=1

3. Dla dowolnych liczb rzeczywistych a,b oraz dla dowolnego naturalnego n > 1
zachodzl réwnosé

Zn: (:) k(k — 1)a*b"* = n(n — 1)a*(a + b);“g_
k=2

4. Dla dowolnej liczby naturalnej n > 1 jest

n

> (}) k-1 =n(a-12-2.

M=l

Autorzy ksiazki [1] przeprowadzaja dowody powyzszych réwnoéei kilkoma
sposobami. I tak np. dowody przeprowadzone metoda indukeji matematycznej
sa bardzo dtugie i zawite rachunkowo. Mozna tez, co zrobiono w [1], uzyé metod
rachunku rézniczkowego do dowoddw réwnosei 11 3, natomiast réwnoéei 2

1 4 wywnioskowaé jako szczegdlne przypadki 113 dla @ = b = 1. Sposéb ten,
choé¢ krotki, nie jest jednak naturalny, poniewaz w sytuacji, gdybyémy chceieli
swystartowac” np. tylko od réwnoéci 2, bardzo trudno byloby domyslié sie,

ze jest to szczegdlny przypadek jakiej$ ogdlniejsze) tozsamosdel, ktdrej dowdd jest
prosty.

Okazuje sie, ze dowody wszystkich wypisanych wyzej rownodel mozna
przeprowadzié bardzo prosto i naturalnie wychodzac od tatwego do wykazania
WEZOTru

S (=2("1)

stusznego dla wszystkich takich liczb naturalnych n, k, ze k < n. Potrzebny nam
bedzie réowniez dobrze znany z nauki szkolnej wzér dwumianowy Newtona:

it
2 a+b)' = (n)akb”_k,
(2) (a+0) g i
ktéry jest prawdziwy dla dowolnych rzeczywistych a, b oraz dowolnego
calkowitego, nieujemnego n. Warto réwniez przypomnieé dwa interesujace
i ugyteczne przypadki szczegdlne wzoru (2). Otéz, kladac w nim kolejno

a=b=1oraz a=—1,b =1, otraymujemy
n
n ,
(=) > () =2
k=0



(4) zn:(—nk () =0
k=0

Przejdzmy teraz do zapowiedzianych wezesniej dowodéw. Otéz, zeby udowodnié
réwnoéé (1), skorzystajmy ze wzoru (1) i troche porachujmy:
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Korzystajac teraz ze wzoru (2) (gdzie n zastepujemy przez n — 1) otrzymujemy
rownosc 1.

Zeby udowodnié réwnoéé 2 (bez odwolywania si¢ do réwnosci 1) postepujemy

zupelnie analogicznie: korzystamy z réwnosei (1) i ze wzoru (3). Mamy:
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p=0
Zauwazmy dalej, ze ta sama metoda ,pdjdzie” dowdd réwnosci 3. Wystarezy
nadal postugiwac sie tylko trywialnym wzorem (1) (dwukrotnie) i dwumianem
Newtona (2). W szczegdlach wyglada to nastepujaco:
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Czytelnik bez trudu udowodni juz teraz réwnosé 4, nawet jezeli nie zauwazy,
ze jest to szezegdlny przypadek rownosci 3.

Proponujemy réwniez Czytelnikowi przeprowadzié dowody wypisanych ponizej
réwnoéci. Wszedzie radzimy korzystaé z proste) uwagi wyrazonej wzorem (1)
oraz ze wzorow (2), (3) 1 (4).
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