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W wielu sytuacjach zdarza sie, ze prosta, a nawet trywialna obserwacja pociaga

za soba daleko idace konsekwencje, umozliwiajac znaczne uproszczenie dowodów

i skomplikowanych rozumowall.

Nizej chcialbym przedstawic przyklad ilustrujacy wypowiedziany poglad.

Otóz, w matematyce bardzo wazne sa róznego typu równosci i tozsamosci

pozwalajace wyrazic skomplikowane wyrazenia przez wyrazenia znacznie

prostsze. Przykladami takich równosci moga byc wypisane nizej wzory

zaczerpniete ze znakomitego zbioru zadan [1].

1. Dla dowolnych liczb rzeczywistych a, b oraz dla dowolnego naturalnego n
zachodzi równosc

n

L G) kakbn-k = na (a + b)n-l.
k=l

2. Dla dowolnej liczby naturalnej n jest
n

L G) k = n2n-1 .
k=l

3. Dla dowolnych liczb rzeczywistych a, b oraz dla dowolnego naturalnego n > 1
zachodzi równosc

n .

L G) k(k - l)akbn-k = n(n - l)a2(a + bt-2 .
k=2

4. Dla dowolnej liczby naturalnej n > 1 jest

slusznego dla wszystkich t.akich liczb nat.uralnych n, k, ze k ::; n. Potrzebny nam

bedzie równiez dobrze znany z nauki szkolnej wzór dwunlianowy Newtona:

n

LG) k(k -1) = n(n _1)2n-2.
k=2

Okazuje sie, ze dowody wszyst.kich wypisanych wyzej równosci mozna

przeprowadzic bardzo prosto i nat.uralnie wychodzac od lat.wego do wykazania
wzoru

(n) n(n-l)k =k k-l '
(1)

n

(2) (a + bt = L G) akbn-k ,
k=O

który jest. prawdziwy dla dowolnych rzeczywist.ych a, b oraz dowolnego

calkowitego, nieujemnego n. VVarto równiez przypomniec dwa int.eresujace

i uzyteczne przypadki szczególne wzoru (2). Otóz, kladac w nim kolejno

a = b = 1 oraz a = -1, b = 1, otrzymujemy

Autorzy ksiazki [1] przeprowadzaja dowody powyzszych równosci kilkoma

sposobami. I tak np. dowody przeprowadzone metoda indukcji mat.emat.ycznej

sa bardzo dlugie i zawile rachunkowo. Mozna t.ez, co zrobiono w [1], uzyc met.od

rachunku rózniczkowego do dowodów równosci 1 i 3, nat.omiast. równosci 2

i 4 wywnioskowac jako szczególne przypadki 1 i 3 dla a = b = 1. Sposób ten,

choc krót.ki, nie jest jednak naturalny, poniewaz w syt.uacji, gdybysmy chcieli

"wystart.owac" np. t.ylko od równosci 2, bardzo trudno byloby domyslic sie,

ze jest t.o szczególny przypadek jakiejs ogólniejszej t.ozsamosci, kt.órej dowód jest.

prosty.

(3) t (n) = 2nk '
k=O
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n

(4) L(-l)kG) =0.
k=O

Przejdzmy teraz do zapowiedzianych wczesniej dowodów. Otóz, zeby udowodnic

równosc (1), skorzystajmy ze wzoru (l) i troche porachujmy:

~ (n) kakbn-k = ~ !!:. (n - l) kakbn-k =L.J k L.Jk k-l
k=l k=l

= ~ n (n -l) aak-1b(n-1)-(k-1) = na ~ (n - l) ak-1b(n-1)-(k-1) =L.J k-l L.J k-l
k=l k=l

n-l ( )= na L n - l aPb(n-1)-p.
1'=0 P

Korzystajac teraz ze wzoru (2) (gdzie n zastepujemy przez n - l) otrzymujemy
równosc l.

Zeby udowodnic równosc 2 (bez odwolywania sie do równosci l) postepujemy

zupelnie analogicznie: korzystamy z równosci (l) i ze wzoru (3). Mamy:

~ (n) k = ~!!:. (n -l) k = n ~ (n -l)L.J k L.Jk k-l L.J k-l
k=l k=l k=l

n-l ( l)= n L 71- = n2n-1.
1'=0 P

Zauwazmy dalej, ze ta sama metoda "pójdzie" dowód równosci 3. Wystarczy

nadal poslugiwac sie tylko trywialnym wzorem (l) (dwukrotnie) i dwumianem

Newtona (2). W szczególach wyglada to nastepujaco:

~ G) k(k - l)akbn-k = ~ ~ (~=D k(k _l)akbn-k =

n ( l)= L n ~ = l (k - 1)aak-1b(n-1)-(k-1) =
k=2

n-l (n-l) n-l n-l (71-2)= na LP apb(n-1)-p = na LP-- 1-1 aal'-1//n-2)-(p-1) =
p=l P 1'=1 P 1

n-2(n_2) .= 71(71- 1)a2 L q aqb(n-2)-q = n(n - 1)a2(a + b)"-2 .
q=O

Czytelnik bez trudu udowodni juz teraz równosc 4, nawet jezeli nie zauwazy,

ze jest to szczególny przypadek równosci 3.

Proponujemy równiez Czytelnikowi przeprowadzic dowody wypisanych ponizej

równosci. Wszedzie radzimy korzystac z prostej uwagi wyrazonej wzorem (l)

oraz ze wzorów (2), (3) i (4).

n l n 2n+1 - l
Lk+l(k)=
k=O

n

L(-l)k G) k(k -l) = O,
k-')

n

L (~) eakbn-k = nb(a + nb)(a + b)"-2,
k=l

n

L G) k2 = 71(71+ 1)2n-2,
k=l
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