Klub 44

Liga zadaniowa Wydzialu Matematyki, Informatyki i Mechaniki,

Wydzialu Fizyki Uniwersytetu Warszawskiego i Redakcji Delty

umieszczajac na kopercie dopisek: Klub 44 M lub Klub 44 F. Oceniamy zadania w skali od 0 do

® Skrét regulaminu
Kazdy moze nadsyla¢ rozwigzania zadai z numeru n w terminie do korica miesiagca n + 3. Szkice
— rozwigzarn zamieszczamy w numerze n + 4. Mozna nadsyla¢ rozwigzania czterech, trzech, dwdch
— lub jednego zadania (kazde na oddzielnej kartce), mozna to robié co miesige lub z dowolnymi
. przerwami. Rozwigzania zadan z matematyki i z fizyki nalezy przesylaé w oddzielnych kopertach,

1 z doktadnoscia do 0,1. Oceng mnozymy przez wspdlczynnik trudnosci danego zadania: WT = 4 —
35/N, gdzie S oznacza sume ocen za rozwigzania tego zadania, a N — liczbe oséb, ktére nadeslaly

Termin nadsylania rozwigzan:
31 XII 1995

rozwigzanie choéby jednego zadania z danego numeru w danej konkurencji (M lub F) =i tyle
punktéw otrzymuje nadsylajacy. Po zgromadzeniu 44 punktéw, w dowolnym czasie i w ktérejkolwiek

z dwéch konkurencji (M lub F), zostaje on czlonkiem Klubu 44, a nadwyzka punktéw jest zaliczana
do ponownego udzialu. Trzykrotne czlonkostwo — to tytul Weterana.

Czoldéwka ligi zadaniowe)
Klub 44 M
po uwzglednieniu ocen rozwigzan
zadan 291 (WT=1,59) i 292 (WT=2,76)
2z numeru 12/1994

Tomasz Wietecha - Tarnéw 42,33
Januss Olszewski = Suwalki 40,79
Adam Czornik = Bytom 39,26

Tomasz Kulpa - Katowice 33,34
Przemyslaw Gadzifiski - Sroda 41 32,66

Zadania z matematyki nr 305, 306

Szczegdlowy regulamin zostal wydrukowany w numerze 2/1995.

Redaguje Marcin E. KUCZMA

305. Wysokoéé CD tréjkata ostrokatnego ABC ma dlugosé h; punkty O oraz I
s $rodkami okregéw opisanego (o promieniu R) oraz wpisanego (o promieniu r).
Punkt P, lezacy na odcinku C' D), ma te wlasnodé, ze prosta wyznaczona przez jego
rzuty na boki AC i BC przechodzi przez punkty O oraz I.

(a) ZnaleZé¢ zwiazek miedzy liczbami R, r, h.

(b) Wyznaczy¢ najmniejsza mozliwa wartosé stosunku |C'P| : h.

Przypominamy tres¢ zadan:

306. Dana jest liczba pierwsza p > 2. Dla k = 1,2,...,p — 1 oznaczmy przez rp reszlg
z dzielenia liczby kP przez p°. Obliczyé sume r1 + 72 + ... + rp_i.

Zadanie 306 zaproponowal pan Henryk Pawlowski z Torunia.

Rozwigzania zadan z matematyki z numeru 5/1995

301. Wielomian P(z)=co+ 1o+ ...+ cqa™ + c"+1:r"+] jest podzielny przez wielomian
Qir)=ao+a1x+ ...+ anx™, pray czym cpny1 = an # 0. Dowiedé, ze

max( |ao|,...,|an|) € (n + 1)max( |eo],...,|cn41]).

302. Pieciokat ABCDE jest wpisany w okrag. Na pélprostych AD™, AC™, BC™, BD™
odkladamy odpowiednio odcinki AK, AL, BM, BN o dlugodciach |AK| = |AE|, |AL| = |AD|,
|BM| = |BD|, |BN| = |BE|. Udowodnié, ze czworokat KLM N jest réwnolegiobokiem wtedy i tylko

wtedy, gdy |CD| = |DE|.

301. 7 warunkdw zadania wynika, ze
P(z) = (z - @)Q(=)
dla pewnej liczby rzeczywistej or. Przyréwnujac wspdlezynniki
wielomiandw po obu stronach tej réwnodci dostajemy uklad
réwnan
cp = — i
] = dg — g
c2 = a1 — «aag
Cnp=1 = 0p—2 — Xdp—1

= ldp—-1 — Odn

[t
3
|

Cn41 = Qn -
Poczawszy od ostatniego réwnania, wyznaczamy kolejno:
9
n = Cp4ly Gn—1 = Cn + XCntl, Cn—2 = Cpn—1 + @cn + @ Cny1,

i ogdlnie

n—k
() ap = Zcxick+1+g (dia k=41,.../%),
i=0

Jesli & # 0, mozemy powyzszy uklad rozwiazywaé poczawszy od
pierwszego réwnania:

-1 -2 -1 -3 —n o
ag=—o cg, A1=—0 cp—0 €1, dp=—0 cg—0Q Cl1—a 162‘

i ogdlnie
k
(2) ap = —Zﬂ_(k+l_‘)c; (dla k=1,...;n).
=0

Dane do udowodnienia oszacowanie uzyskujemy natychmiast
z réwnoéci (1), gdy |a] < 1, oraz z réwnoéci (2), gdy |af > 1.
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302. Pigciokat jest wpisany w okrag, wiec mamy nast¢pujace
réwnoscl katéw zorientowanych:

é(E,E]: Z[Eﬁ,gﬁ):: a,
L(AD,AC) = £(BD, BC) =: p.

W przestrzeni wektoréw swobodnych rozwazamy przeksztalcenia
(liniowe):

f = obrét o kat a, g=obrétokat 3.
7 okreélenia punktéw K, L, M, N wynika, ze
Z?:f(ﬁ), R:g(ﬁ), m: f(E‘_ﬁ), gﬁ:g(B—E]
Ponadto mamy réwnoéé
AD + BE = (AB + BD) + BE = BD + (AB + BE) = BD + AFL;
oznaczmy ten wektor przez v:
= E+ ﬁ: ﬁs+ A_Et';

jest to wektor niezerowy. Z wypisanych zaleznosci otrzymujemy
zwiazki:

K1 =13AL - AR = g(AD) - f(AE),
MN = BN - BM = g(BE) - f(BD),
KL+ MN = g(AD + BE) — f(AE + BD) = g(v) — f(v).
Nastepujace stwierdzenia sa wobec tego kolejno réwnowazne:
[KLMN jest réwnoleglobokiem] <=
<:>[R+MNjest wektorem zerowym] <= [g(v)=/(v)]<=
<= [ obrét wektora v o kat « oraz o kat
daje w wyniku ten sam wektor ] <=

< [a=p8] < [LEAD = /DAC] < [|ED|=|DC|].
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Czoléwka ligi zadaniowej
Klub 44 F
po uwzglednieniu ocen rozwiaz

zadan 191 (WT=2,89) i 192 (WT=3,44)

z numeru 1/1995

Zbigniew Galias - Krakéw
Artur Gawryszczak - Dubeczno
Aleksander Surma - Myszkdw
Dariusz Wilk — Rzeszdw
Przemyslaw Gadzinski- Sroda 31,
Praemyslaw Gworys — Czgstochowa

an

35,22
31,44
28,53
25,57
20,38
17,93

Po rekordoweo dlugim (7-letnim!) okresie
yuspienia” powrdcil do Ligi p. Galias.

Czyzby tak dlugo trwala uraza po

omylkowym pominieciu Pana w czoldéwee

7 lat temu? Przepraszamy i witamy
w Lidze!

Zadania z fizyki nr 203, 204
Redaguje Jerzy B. BROJAN

203. ,Kot spada zawsze na cztery lapy” — mdéwi przystowie. Jeden z modeli
objasniajacych mechanizm obrotu kota w powietrzu jest nastepujacy: Przedstawmy
cialo kota w postaci dwéch jednorodnych i jednakowych walcéw o promieniu r

i wysokosci h osadzonych na niewazkich oskach polaczonych przegubowo (rys. 1).
Przyjmijmy, ze poczatkowo uklad walcéw byl nieruchomy, dalej nastapilo zgiecie

w przegubie o kat 2«, nastepnie walce obrécily sig¢ o jednakowy kat 3 wokdl swych

osi (wzgledem ukladu nieinercjalnego), caly zas uklad obrdcil sie o kat v wzgledem osi
poziomej, a po zakoficzeniu obrotu oéki si¢ wyprostowaly. O jaki kat obrécily sie walce
wzgledem uktadu inercjalnego? Pominaé oddzialywanie z powietrzem (,kot swobodnie
lewitujacy”). Pytanie dodatkowe: o jaki kat i w jakiej plaszczyZnie obrécilby sie uklad
walcéw, gdyby obrét o kat § nastapil z przeciwnym zwrotem (rys. 2)7

204. Ocenié orientacyjnie maksymalny tadunek, jakim mozna naladowaé kulke
stalowa o érednicy 2 cm, aby nie ulegla ona rozerwaniu pod wplywem odpychania
elektrostatycznego (ewentualnie takze — aby nie oderwala si¢ od niej warstwa
powierzchniowa).

Rozwigzania zadan z fizyki z numeru 5/1995
Przypominamy tresé zadan:

199. Migduy cokladki plaskiego kondensatora powietrznego wpuszczono ciecz dielektryczng w ilosci
niewystarczajacej do wypelnienia przestrzeni miedzy oktadkami. Jesli kondensator naladujemy,

to czy ciecz utworzy warstwe réwnolegla do oktadek (rys. 3a), czy tez zajmie czesé powierzchni
okladek (rys. 3b)? Nalezy pomina¢ efekty brzegowe, tzn. prazyjaé, ze rozmiary okladek sg znacznie
wicksze od ich wzajemnej odleglosei, a ponadto pominaé efekty sily ciezkoéci oraz napigcia
powierzchniowego. :

200. Cialo o masie m porusza sig po linii proste] pod wplywem sily wywierane] przez

niewazks sprezyne o stalej sprezystodci k. Punkt zamocowania drugiego korica sprezyny tak sie
obluzowal, ze sprezyna drgajac porusza nim; jego predkosé jest proporcjonalna do sily, a stala
proporcjonalnoédci o jest dana. Zakladajac, Zze o jest male (obluzowanie jest niewielkie) obliczyé,
po jakim czasie amplituda drgan ciala zmaleje 2 razy w stosunku do amplitudy poczatkowej.

199. Niech S bedzie powierzchnia okladek, d ich odleglodcia, a £ stala dielektryczna cieczy.
Wprowadimy tez oznaczenia gruboéci warstw cieczy di i powietrza dz na rysunku 3a, a Sy
i 52 beda odpowiednimi powierzchniami na rysunku 3b. Kondensator przedstawiony na
rysunku 3a mozna uznadé za szeregowe polaczenie kondensatordw powietrznego i cieczowego,
zatem jego pojemnos¢ jest dana wzorem
- S

(di/e) +d2’
a na rysunku 3b polaczenie jest réwnolegle, wiec

Cp = %"(esl 55

a

Uwzgledniajac réwnosci d = d; + da, S = S1 + 53 oraz 51 /52 = dy /d2 (objetosé cieczy jest
taka sama) nietrudno wykazaé, ze Cq < C}. Ciecz ulozy sie tak, aby energia naladowanego
kondensatora byla jak najmniejsza. T¢ energie nalezy wyznaczac ze wzoru F = (,,)2;"(‘26') (a nie
ze wzoru = CU? /2, gdyz wtedy w bilansie energii trzeba by bylo uwzglednié tez #rédlo
napiecia). Prawidlowe polozenie cieczy jest wiec przedstawione na rysunku 3b.

200. Oznaczmy przesuniecie ciala przez x, a przesuniecie drugiego konca sprezyny przez y. Sila
napiecia sprezyny jest réwna k(y — ), a ruchem obu koncéw rzadza réwnania
2
md—x =k(y—-2z)= _ld_g
di? o dt

Najszybciej mozna dojs¢ do wyniku traktujac = i y jako czedci rzeczywiste pewnych wielkosci
zespolonych =’ = Ae?, y' = Be”!. Analogiczne rozwiazywanie w liczbach rzeczywistych
jest dos¢ klopotliwe i prosciej jest skorzystaé z fakiu, ze o jest male, a wiec w pierwszym
przyblizeniu mozna przyja¢ o = 0, czyli # = A cos(wt), gdzie w = y/k/m. Sila dzialajaca na
zamocowany koniec jest rowna kx, a dopuszczajac teraz jego ruch stwierdzamy, ze tracona moc
wynosi Fv = aF? = ak?z2. Srednia wartosé tej mocy jest réwna ak?A? /2, a prayréwnujac
ja (ze znakiem minus) do pochodnej wzgledem czasu z energii £ = kA? /2 dochodzimy do
réwnania

ﬁ = - 1akA :

dt
ktorego rozwiazaniem jest A(t) = Ay exp(—akt/2). Spadek amplitudy do polowy wartogci
poczatkowej nastapi po czasie 7 = 2In 2/(ak).
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