Czarna dziura KLASA

Juz w XVIII wieku wiedziano, ze pocisk wystrzelony

z predkoscia v z powierzchni kuli o promieniu R i masie M
oddali sie od tej kuli dowolnie daleko (ucieknie do
nieskoriczonodci) tylko wtedy, gdy

Dziura jest lepiej dobranym slowem: co bowiem do czarnej
dziury trafi, na zawsze jest dla nas stracone.

Rozumowanie, jakiego uzylismy dla stwierdzenia
mozliwoéci istnienia czarnych dziur, jest niepoprawne:
> 2GM zastosowalidmy mechanike klasyczna do problemu, ktéry
= R trzeba rozpatrywaé na gruncie teorii wzglednosci (tak jest
gdzie G jest stala grawitacji. Ta graniczna wartoéé to zawsze, gdy odwolujemy si¢ do predkosci swiatla). Jednak
tzw. druga predkodé kosmicznalub predkosé ucieczki. wynik uzyskany poprawnie jest — o dziwo - taki sam !

Co wiecej, czarne dziury najprawdopodobniej istnieja

w przyrodzie. Gdy dostatecznie masywna gwiazda wybucha
jako supernowa, to jej jadro, nie bedac w stanie niczym
zréwnowazyé wlasnej grawitacji, zapada si¢ tak bardzo,

ze staje sie¢ mniejsze od odpowiedniego dla jego masy Ro.
Nie wiemy, co dzieje si¢ wtedy z materia jadra tej gwiazdy,
2GM bo do czarnej dziury — z definicji — zajrzeé si¢ nic da.

Powstaje pytanie, czy moze istnieé¢ tak gesta materia,

by od niej nie dalo si¢ uciec. Pomysl rozwiazania nasuwa
sig od razu: z powyzszego wzoru mozemy obliczyé, jak
maly musialby byé promien kuli o masie M, by predkosé
ucieczki wynosila dla niej c, czyli predkoéé éwiatla. Taki
promien to
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Z kuli o jeszcze mniejszym promieniu i tej samej masie
nawet §wiatlo nie wydostaloby sie. Kazda taka kula

to czarna dziura. Czarna — bo skoro §wiatlo sie z niej
nie wydostaje, to tym bardziej nie moze ona §wieci¢.
Wiasciwiej byloby jednak nazwaé ja niewidzialna.

Mozemy jedynie odkry.wa.é miejsca we Wszech$§wiecie, gdzie
moga byé czarne dziury. To takie miejsca, w ktérych nie
ma nic, a ktére przyciagaja okoliczna materig. Grawitacja
jest bowiem jedynym oddzialywaniem czarnej dziury z jej
otoczeniem.

Pochodna

Jeéli krzywa nie ma ,skokéw” ani ,dziobkéw”, —~—

to w kazdym punkcie ma dobrze okreslona styczna. Jesli i

krzywa taka jest na dodatek wykresem funkcji, a styczna =

nie jest pionowa, to funkcje te nazywamy rézniczkowalng. | [
Prosta styczna ma te wlasnosé, ze w niewielkiej odleglosci
od punktu stycznodci najlepiej ze wszystkich prostych
przybliza krzywa.

Te funkcje majg punkty nierézniczkowalnoéei, czyli punkty,
w ktérych ich wykresy nie maja stycznej.

Jeéli zatem styczna do wykresu funkcji f w punkcie (p, f(p)) ma réwnanie y = az + b, to funkcja g dana wzorem
g(z) = az + b najlepiej ze wszystkich funkcji liniowych przybliza funkcje f niedaleko argumentu p.

f(z) Kat o odchylenia stycznej od poziomu spelnia warunek: tg @ = a. Liczba a mierzy
zatem szybkoé¢ (i kierunek) zmian wartosci funkcji f i nazywa sie pochodng funkcji f
w punkcie p. Oznacza si¢ ja na ogél przez f'(p). Pojecie pochodnej zostalo wzigte

z fizyki — jest to predkosé chwilowa ruchu, w ktérym f opisuje, ile drogi zostalo
przebyte. Styczna jest granicznym polozeniem siecznej, stad
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Styczna jest pozioma, gdy pochodna jest réwna 0 — jest to warunek komeczny istnienia ekstremum funkcji rozniczkowalnej.
Dla f(z) = z* mamy f'(0) = 0, a ekstremum nie ma — nie jest to wigc warunek dostateczny.

Optyka geometryczna, czyli zasada minimum

Optyka geometryczna opiera si¢ na zasadzie, ze swiatlo
rozchodzi sie po takiej drodze, ktérej przebycie zajmuje
jak najmniej czasu (droga minimalna). Jesli przestrzen
jest jednorednai izotropowa (nie ma wyréznionych
punktéw ani kierunkéw), to minimalna droga jest linia
prosta. Nietrudno znaleZé minimalna droge, gdy mamy
dwa oérodki jednorodne i izotropowe rozgraniczone
plaszczyzna. Niech predkosci §wiatla w tych oérodkach
beda odpowiednio v; i vz, Zrédlo §wiatla niech bedzie
w punkcie 1; odwietlié chcemy punkt 2 — znamy polozenie
tych punktéw, to znaczy znamy a, b1 L = c+d.
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Aby znalez¢ punkt 3 , czyli np. dlugosé ¢, obliczamy czas
przebycia drogi z 1 do 2 jako funkcje ¢
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1 szukamy jego najmniejszej wartosci. Poniewaz funkcja ¢
jest rézniczkowalna i przyjmuje ekstremum, wiec jest
ono w jedynym punkcie, gdzie pochodna jest réwna 0.
Odpowiada to sytuacji, gdy
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co jest znane jako prawo Snella.

Metoda taka z powodzeniem daje si¢ zastosowaé do
calej mechaniki klasycznej — zamiast czasu minimalizuje
sie wielkoéé zwang dzialaniem (calke z réznicy

energii kinetycznej i potencjalnej wzdluz drogi). Jest
ona réwnowazna drugiej zasadzie dynamiki dla sil
potencjalnych.



