Oscylacje

Ruch jest zjawiskiem powszechnym. Obserwowane ruchy
mozemy podzielié¢ na dwie bardzo ogdlne klasy w zaleznoéci
od tego, czy poruszajace sig¢ cialo pozostaje w poblizu
ustalonego miejsca, czy tez nie. Do pierwszej klasy
zaliczamy oscylacje: ruch wahadla, drgania strun i plyt,
falowanie lisci drzew i kloséw zbdz, lopot flagi i powloki
namiotu na wietrze, drgania elektronéw w ukladach
elektrycznych i w atomach, drgania powietrza i pél
elektromagnetycznych.

Niektére z powyzej przytoczonych przykladéw to bardzo

skomplikowane ruchy, ale wszystkie charakteryzuja

sie cyklicznoécia, powtarzaniem si¢ pewnych zdarzei

w taki sposéb, ze czas miedzy kolejnymi powtdrzeniami

jest (w przyblizeniu) staly. Najprostszy z nich to ruch

drgajgcy prosty, czyli ruch harmoniczny, w ktérym

wychylenie od ustalonego miejsca — zwanego polozeniem

réwnowagi — jako funkcje czasu opisuje funkcja sinus
z(t)=a- sm(wt + ao).

Bardziej skomplikowane ruchy mozna rozlozyé (dokonaé

rozkladu harmonicznego) na sume drgan prostych

o ustalonych czestodciach.

Z pomoca pianina mozesz sam dokonywaé (przyblizonego)
rozkladu harmonicznego réznych déwickéw. Na przyktad,
przy naciénietym pedale tlumienia zawolaj w poblizu strun
i plyty rezonansowej jaka$ samogloske i postuchaj, ktére
struny ,odezwa sie”.

Suma nieskoiczona

KLASA I
Bomba czy reaktor?

Znamy dwa sposoby uzyskiwania energii z reakcji
jadrowych: rozszczepienie jader pierwiastkéw ciezkich
(uranu, plutonu) i synteza pierwiastkéw lekkich (helu
z wodoru).

Technicznie opanowany jest sposéb pierwszy — potrafimy
zaréwno spowodowaé wybuch bomby, jak i kontrolowaé
proces rozszczepienia w reaktorach. Drugiego sposobu,
syntezy, nie potrafimy jeszcze kontrolowaé; mozemy
wykorzystywaé tylko — niestety — gwaltowna reakcje

w bombie wodorowej.

Tymczasem na tej zasadzie dziala Slofice i ogromna
wickszoéé gwiazd. Wykazal to Hans Bethe w latach
czterdziestych (Nagroda Nobla w 1967 r.). To dlaczego
Slotice nie wybucha jak gigantyczna bomba wodorowa?
Otéz (po pierwsze) Slofice pracuje na granicy mozliwoéci
zachodzenia reakcji syntezy, a wtedy (po drugie) skuteczny
jest mechanizm powodujacy, ze jezeli gdzie§ reakcja
zaczyna sie toczyé gwaltowniej, to odpowiednia objetosc
materii slonecznej rozdyma si¢ i tempo reakcji spada.

Tak wiec gwiazdy sa mechanizmami z wlasna regulacja,
a ponadto — méwiac obrazowo — reakcja syntezy

w nich zaledwie sie tli. Dlatego zreszta moga by¢ tak
dlugowieczne.

i iloczyn nieskonczony

Dodawanie skorficzonej dlugosci mozna przedluzaé w nieskoriczonosé, ale to, co sie¢ wtedy otrzymuje, nie zawsze ma sens:

brbebedto,

1+34+3+3+34+---,

IT=11—0141 =1 .5

Lewa nieskoriczona suma (inaczej: szereg) ma warto$¢ 1, gdyz wartosci jej skoniczonych coraz diuzszych poczatkowych
fragmentéw coraz lepiej przyblizaja te liczbe. Kto nie wierzy, moze pomysle¢ o tym, jak w godzine zjada sie¢ tabliczke
czekolady: w pél godziny pél tabliczki, potem w kwadrans ¢wier¢ i tak dalej.

Srodkowa suma nie ma wartosci liczbowej, ale mozna jej przypisa¢ warto$é oo, gdyz wartosé jej poczqtkowych fragmentéw

nieograniczenie roénie. Przekonaé si¢ o tym mozna, gdy si¢ zauwazy, e suma jej k wyrazéw, od 5

wieksza od l

T do k jest dla kazdego k

Wreszcie trzecia suma nie ma zadnego sensu, gdyz nie przybliza zadnej liczby, ani tez nie roénie, ani nie maleje nieskoriczenie.

Teoria sumowania nieskoriczonego nie jest algorytmizowalna, to znaczy nie ma w niej gotowych recept na stwierdzenie,
czy szereg przedstawia soba liczbe, czy tez nieskoniczono$é, a moze jest napisem bezsensownym. Np. stwierdzenie, ze suma

nieskoriczona

a+aq+aq’ +ag® +ag* +ag’ +...
jest, dla |g| < 1, réwna ﬁ, nie nastrecza trudnosci. Nieco trudniej zauwazy¢ to, co Leibniz: jezeli sumujemy wyrazy
nieskoriczonego ciagu monotonicznie zbieznego do zera, stawiajac przed co drugim z nich znak minus, to zawsze otrzymamy
w wyniku sumowania liczbe. Ale nawet jesli sie o tym wie, to i tak nie widaé, ze wstawienie co drugiego minusa w Srodkowy

z podanych na wstepie szeregéw da akurat
1= 5 +3 3
Podobnie, nie jest rzecza prosta odkryé, ze szereg
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przedstawia liczbe 7. Trudnosci z sumowaniem szeregéw biora sie z tego, ze sumowanie nieskorficzone wyrazéw o réznych

znakach nie jest na ogdl ani laczne, ani przemienne.

Analogicznie przedstawia sie sytuacja iloczynéw nieskorficzonych. Np. i.loczyn

2 2 4

ma okreélona wartoéé liczcbowa (konkretnie 1 37), a.le odkrycie tego nie jest rzecza prosta. Choé klopot jest ten sam — funkcja
logarytm powoduje, ze kto zna meskonczone sumy, ten zna i nieskornczone iloczyny.

Naprawde wazna role w matematyce odgrywaja sumy nieskoniczone funkcji. Najprostszym, ale do tej pory najwazniejszym
przykladem sa szeregi potegowe, czyli wielomiany ni&sknnczonej dlugoéci. Np. szeregi
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przedstawiaja: ten z lewej sin z, a ten z prawej In(1 + .7:] - oczywlscle ten drugl ma sens tylko dla z € (—1,1). Przedstawianie
funkcji jako szeregéw potegowych pozwala stosowaé do ich badania metody pochodzace z algebry.

Szeroko stosowane jest tez rozwijanie funkcji w szeregi trygonometryczne. Np. ’:—x:=%§§l+%i—;§l+ sin(5xz) o slu(ins) ...
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