XLVII OLIMPIADA MATEMATYCZNA

Zadania konkursowe zawoddw stopnia pierwszego

I seria

1. Wyznaczyé wszystkie liczby calkowite
dodatnie n, dla ktérych réwnanie
2sinnz = tgzr + ctgr ma rozwigzania

w liczbach rzeczywistych z.

2. Liczba palindromiczna nazywamy

taka liczbe naturalna, ktérej zapis
dziesietny czytany od strony lewej do
prawej jest taki sam, jak czytany od
strony prawej do lewej. Niech (z,)
bedzie rosnacym ciagiem wszystkich liczb
palindromicznych. Wyznaczyé wszystkie
liczby pierwsze, ktdre sa dzielnikami

co najmniej jednej z réznic T,41 — Tn.

3. W pewnej grupie kn oséb kazda

zna wiecej niz (k — 1)n innych (k,n

53 liczbami naturalnymi). Wykazadé,

ze mozna z tej grupy wybraé k + 1 oséb,
z ktérych kazde dwie sig znaja.

Uwaga. Jezeli osoba A zna osobe B,
to osoba B zna osobe A.

4. Prosta styczna do okregu wpisanego
w tréjkat réwnoboczny ABC przecina
boki AB i AC odpowiednio w punktach

D i E. Dowiesé, ze :ggL :gg: —30 |

II seria,

5. Na plaszczyinie dany jest tréjkat ABC,
w ktérym JCAB = o > F, oraz

odcinek PQ, ktérego srodkiem jest

punkt A. Dowiesé, ze

(IBP|+|CQ)) te> > |BCI.

6. Dane sa dwa ciagi liczb calkowitych
dodatnich: ciag arytmetyczny o réznicy
r > 0 i ciag geometryczny o ilorazie

q > 1; liczby r, ¢ s3 wzglednie pierwsze.
Udowodnié, ze jedli ciagi te maja jeden
wspélny wyraz, to maja nieskoriczenie
wiele wspdlnych wyrazdw.

7. Liczby nieujemne a, b, ¢, p, q, r spelniaja
warunki:

1
at+dbtec=p+g+r=1; p,q,rga.

Dowiesé¢, ze 8abe < pa + gb + rc, oraz
rozstrzygnac, kiedy zachodzi réwnoscé.

8. Ze srodka kwadratu wybiega promien
Swietlny, ktory odbija sie od bokéw
kwadratu zgodnie z zasada kgt padania
rowny kqtowi odbicia. Po pewnym czasie
promien wraca do srodka kwadratu.
Promien nigdy nie trafil w wierzcholek
ani nie przeszedl wezedniej przez srodek.
Dowiesé, ze liczba odbié od bokdw
kwadratu jest nieparzysta.

III seria

9. Wielomian o wspdlczynnikach
calkowitych daje przy dzielenin przes
wielomian 2 —12z+11 reszte 9902:—889.
Wykazaé, ze wielomian ten nie ma
pierwiastkéw calkowitych.

10. Wykazaé, ze réwnanie z* = 3> + ="
ma nieskonczenie wiele rozwigzan
w liczbach calkowitych dodatnich x, v, =.

11. W konkursie skokéw narciarskich
uczestniczy 65 zawodnikéw. Starlujy
oni kolejno, wedlug ustalonego wezedniej
porzadku. Kazdy wykonuje jeden skok.
Przyjmujemy, ze uzyskane wyniki

sg rézne, oraz ze kazda kolejnosé
konicowa zawodnikéw jest jednakowo
prawdopodobna. W kazdym momencie
konkursu liderem nazywamy zawodnika,
ktéry do tego momentu uzyskal
najlepszy wynik. Oznaczmy przez p
prawdopodobienstwo tego, ze w czasic
calego konkursu dokladnie jeden raz
nastapila zmiana lidera. Wykazad,

e >1
T

12. Rozstrzygnac, czy istnieja takie dwa
przystajace szesciany o wspolnym srodku,
ze kazda Sciana pierwszego szescianu ima
punkt wspdlny z kazda sciana drugiego
szescianu,

Rozwiazania powyzszych zadan (kazde na osobnym arkuszu) maja byé wyslane
pod adresem wlasciwego komitetu okregowego Olimpiady najpézniej dnia

10 pazdziernika 1995 r.

10 listopada 1995 r.

10 grudnia 1995 r.

Rozwiazania przeslane w terminie péZniejszym nie beda rozpatrywane.

Adresy komitetéw okregowych Olimpiady Matematycznej

Dla wojewddztwa elblaskiego, gdanskiego i slupskiego:
Komitet Okregowy Olimpiady Matematycznej — Instytut Matematyczny PAN, Oddzial w Gdarisku, ul. Abrahama 18, 81-825 Sopol.
Dla wojewddztwa bielskiego, czestochowskiego i katowickiego:
Komitet Okregowy Olimpiady Matematycznej — Instytut Matematyczny Uniwersytetu Slaskiego, ul. Bankowa 14, 40-007 Katowice.
Dla wojewdédztwa krakowskiego, kroénienskiego, nowosadeckiego i tarnowskiego:
Komitet Okregowy Olimpiady Matematycznej — Instytut Matematyczny Uniwersytetu Jagielloniskiego, ul. Reymonta 4, 30-059 Krakow.
Dla wojewédztwa bialskopodlaskiego, chelmskiego, lubelskiego, przemyskiego, rzeszowskiego, siedleckiego, tarnobrzeskiego i zamojskicgo:
Komitet Okregowy Olimpiady Matematycznej — Oddzial Lubelski Polskiego Towarzystwa Matematycznego, pl. Marii
Sklodowskiej-Curie 1, pok. 310, 20-031 Lublin.
Dla wojewddztwa kieleckiego, lédzkiego, piotrkowskiego, radomskiego, sieradzkiego i skierniewickiego:

Komitet Okregowy Olimpiady Matematycznej — Instytut Matematyczny Uniwersytetu Lédzkiego, ul. Banacha 22, 90-238 Lddi.

Dla wojewédztwa koninskiego, leszczyniskiego, pilskiego, poznanskiego i zielonogérskiego:
Komitet Okregowy Olimpiady Matematycznej, ul. Matejki 48/49, pok. 24, 60-769 Poznan.

Dla wojewddztwa gorzowskiego, koszaliriskiego i szczeciniskiego:

Komitet Okregowy Olimpiady Matematycznej, ul. Wielkopolska 15, 70-251 Szczecin.
Dla wojewddztwa bydgoskiego, ciechanowskiego, olsztyniskiego, plockiego, toruriskiego i wloclawskiego:

Komitet Okregowy Olimpiady Matematycznej — Instytut Matematyczny Uniwersytetu Mikolaja Kopernika, ul. Chopina 12/18,

87-100 Torun.

Dla wojewédztwa bialostockiego, lomzyiiskiego, ostroleckiego, suwalskiego i warszawskiego:

Komitet Okregowy Olimpiady Matematycznej — Instytut Matematyczny PAN, ul. Sniadeckich 8, 00-656 Warszawa.
Dla wojewédztwa jeleniogorskiego, kaliskiego, legnickiego, opolskiego, walbrzyskiego i wroclawskiego:
Komitet Okregowy Olimpiady Matematycznej — Instytut Matematyczny Uniwersytetu Wroclawskiego, pl. Grunwaldzki 2/4,

50-384 Wroclaw.
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