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Zadania konkursowe zawodów stopnia pierwszego
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1. Wyznaczyc wszystkie liczby calkowite

dodatnie n, dla których równanie

2 sin nx = tgx + ctgx ma rozwiazania

w liczbach rzeczywistych x.

2. Liczba palindromiczna nazywamy

taka liczbe naturalna, której zapis

dziesietny czytany od strony lewej do

prawej jest taki sam, jak czytany od

strony prawej do lewej. Niech (xn)

bedzie rosnacym ciagiem wszystkich liczb

palindromicznych. Wyznaczyc wszystkie

liczby pierwsze, które sa dzielnikami

co najmniej jednej z róznic Xn+l - Xn.

3. W pewnej grupie kn osób kazda

zna wiecej niz (k -1)n innych (k,n

sa liczbami naturalnymi). Wykazac,

ze mozna z tej grupy wybrac k + 1 osób,

z których kazde dwie sie znaja.

Uwaga. Jezeli osoba A zna osobe B,

to osoba B zna osobe A.

4. Prosta styczna do okregu wpisanego

w trójkat równoboczny ABC przecina

boki AB i AC odpowiednio w punktach
• • u ' IADI IAEI

D I E. Dowlesc, ze --I + -I-I = LIDB EC

5. Na plaszczyznie dany jest trójkat ABC,

w którym 1.CAB = a > ~, oraz
odcinek PQ, którego srodkiem jest

punkt A. Dowiesc, ze
a

(IBPI + ICQI) tg"2 2: IBCI·

6. Dane sa dwa ciagi liczb calkowitych

dodatnich: ciag arytmetyczny o róznicy

r > O i ciag geometryczny o ilorazie

q> l; liczby r, q sa wzglednie pierwsze.

Udowodnic, ze jesli ciagi te maja jeden

wspólny wyraz, to maja nieskonczenie

wiele wspólnych wyrazów.

7. Liczby nieujemne a, b, c, p, q, r spelniaja
warunki:

l
a+b+c=p+q+r=l; p,q,r<­

- 2

Dowiesc, ze 8abc ~ pa + qb + re, oraz

rozstrzygnac, kiedy zachodzi równosc.

8. Ze srodka kwadratu wybiega promien

swietlny, który odbija sie od boków

kwadratu zgodnie z zasada kat padania

równy katowi odbicia. Po pewnym czasie

promien wraca do srodka kwadratu .

Promien nigdy nie trafil w wierzcholek

ani nie przeszedl wczesniej przez srodek.

Dowiesc, ze liczba odbic od boków

kwadratu jest nieparzysta.

9. Wielomian o wspólczynnikach

calkowitych daje przy dzieleniu przez

wielomian x2-12x+11 reszte 990,;-889.

Wykazac, ze wielomian ten lIie lila

pierwiastków calkowitych,

10. Wykazac, ze równanie .7;x = y3 + z:)

ma nieskonczenie wiele rozwia1.au

w liczbach calkowitych doclatllich J:, 11, ;;.

11. W konkursie skoków narciarskich

uczestniczy 65 zawodników. Startuja

oni kolejno, wedlug ustalonego wczesniej

porzadku. Kazdy wykonuje jeden skok.

Przyjmujemy, ze uzyskane wyniki

sa rózne, oraz ze kazda kolejnosc

koncowa zawodników jest jednakowo

prawdopodobna. W kazdym momencie

konkursu liderem nazywamy zawodnika,

który do tego momentu uzyskal

najlepszy wynik. Oznaczmy przez p

prawdopodobienstwo tego, ze wczasi,:

calego konkursu dokladnie jeden m'/'

nastapila zmiana lidera. Wykaza.:,
. l
ze p > 16

12. Rozstrzygnac, czy istnie.i'~ takie dwa

przystajace szesciany o wspólnym srndku,

ze kazda sciana pierwszego szesciallu ma

punkt wspólny z kazda sciana drugiego
szescianu.

Rozwiazania powyzszych zadan (kazde na osobnym arkuszu) maja byc wyslane

pod adresem wlasciwego komitetu okregowego Olimpiady najpózniej dnia

10 pazdziernika 1995 r. 10 listopada 1995 r. 10 grudnia 1D95 r.

Rozwiazania przeslane w terminie pózniejszym nie beda rozpatrywane.
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Komitet Okregowy Olimpiady Matematycznej - Instytut Matematyczny Uniwersytetu Jagiellonskiego, ul. Reymonta 4,30-059 Kraków.
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Dla województwa koninskiego, leszczynskiego, pilskiego, poznanskiego i zielonogórskiego:

Komitet Okregowy Olimpiady Matematycznej, ul. Matejki 48/49, pok. 24, 60-769 Poznan.

Dla województwa gorzowskiego, koszalinskiego i szczecinskiego:

Komitet Okregowy Olimpiady Matematycznej, ul. Wielkopolska 15, 70-251 Szczecin.

Dla województwa bydgoskiego, ciechanowskiego, olsztynskiego, plockiego, torunskiego i wloclawskiego:

Komitet Okregowy Olimpiady Matematycznej - Instytut Matematyczny Uniwersytetu Mikolaja Kopernika, ul. Chopina 12/18,
87-100 Torun,

Dla województwa bialostockiego, lomzynskiego, ostroleckiego, suwalskiego i warszawskiego:

Komitet Okregowy Olimpiady Matematycznej - Instytut Matematyczny PAN, ul. Sniadeckich 8,00-656 Warszawa.

Dla województwa jeleniogórskiego, kaliskiego, legnickiego, opolskiego, walbrzyskiego i wroclawskiego:

Komitet Okregowy Olimpiady Matematycznej - Instytut Matematyczny Uniwersytetu Wroclawskiego, pl. Grunwaldzki 2/4,
50-384 Wroclaw.
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