Nieréwnosé¢ Fejéra—Jacksona

Jarostaw GORNICKI

Kilka lat temu od zaprzyjaznionego matematyka niemieckiego
otrzymatem wydana w 1987 roku ksiazke pod znamiennym tytulem
,Die 100 schonsten Aufgaben aus Olympiaden Junger Mathematiker
der DDR mit eleganten Losungen, Klassenstufen 11/12”.

Przegladajac ja ostatnio zatrzymalem si¢ na zadaniu 34:
Udowodnié¢, ze dla wszystkich z € (0, ) prawdziwa jest nieréwnosé
: 1e & 1 5
sin z -+ §sm23: + 551n3$ =il
Zadanie jak zadanie — pomy$latem, wzialem kartke papieru
i nieréwnosé uzasadnilem. Wystarczyly standardowe wzory
trygonometryczne na sin 2z, sin 3z i kilka przeksztalcen — nic

nadzwyczajnego. Siegnalem do rozwiazan autoréw ksiazki.
Zainteresowala mnie uwaga méwiaca, ze ,prawdziwa jest ogdlniejsza

nierownosé

T

k=1
ale jej dowdd jest dosé skomplikowany”.

Zabrzmialo to troche jak wyzwanie. Po jakims czasie mialem
réwniez 1 jej uzasadnienie. Dowéd, whrew zapowiedziom, nie okazat
sie trudny, wykorzystalem indukeje i proste fakty z rachunku
rézniczkowego dostepne dla ueznidw szkét érednich.

Aby zobaczyé, jak nieréwnosé ta jest uzasadniana w literaturze,
siegnatem po ksiazke D.S. Mitrinovicia , Elementarne nieréwnosci”,
PWN, Warszawa 1972. Znalazlem ja tam jako Problem 3.15

(str. 155). Ku mojemu zaskoczeniu proponowane tam uzasadnienie
wymaga (zaawansowane]) umiejetnosci catkowania funkcji

zespolonych po krzywych zamknietych!

Zaczalem poszukiwaé innych opublikowanych uzasadnien tej
nieréwnoéci. Dowiedziatem si¢ wtedy, iz w 1910 roku matematyk i
wegierski Lip6t Fejér (1880-1959) badajac szeregi trygonometryczne |

wykazal, ze funkcja

1. 1
Sn(m):sin:c+531n2m+.“+ L sinnz,

osigga maksimum dla z =

+
Sn (nil) P (E) i

n—0o £I

n+1

(Wykazanie tych zaleznosci moze by¢ pouczajacym ¢wiczeniem.)

Fejér wyrazil réwniez przypuszczenie, ze

Sp(z)>0 dla z€(0,7) i n=1,2,3,...

Powyisza hipoteze udowodnili niezaleznie D. Jackson [1] w 1911 roku 1
i T.H. Gronwall [2] w 1912 roku. W latach nastepnych pojawialy sig
dowody innych autoréw, miedzy innymi krétki dowéd E. Landaua [3]

z 1933 roku.

1
Z;sinkx>0 dla z€ (@7 i n=1,23..;

T 3 ;
T a ponadto spelnia warunki

s sn( x ) =/5‘““’dzx1,85193.
0

Metale
z ciezkimi

elektronami
Jan KARBOWSKI

Zapewne kazdy ze szkoly pamigta, ze masa
elektronu jest okolo 2000 razy mniejsza
od masy protonu. Kazdy tez wie, ze prad
elektryczny w metalach jest strumieniem
elektronéw przewodnictwa oderwanych
od macierzystych atoméw (tzw. nosniki
pradu elektrycznego). Zatem nalezaloby
sie spodziewaé, ze masa nosnikéw pradu m
_oszacowana na podstawie wzoru

muv
(1) - eE
powinna byé w przyblizenin réwna masie
elektronu wzietej z tablic fizycznych.
W powyzszym wzorze v jest predkoscia
dryfu elektronéw, r — érednim czasem
miedzy rozproszeniami elektronéw,
e — ladunkiem elektronu, F za$
przylozonym polem elektrycznym.
Ewentualne drobne odstepstwa od
wartosci tablicowej mozna by prébowac
wytlumaczyé wplywem oddziatywania
z siecia jonéw (atoméw, ktére utracity
elektrony). Powyisze rozumowanie
zastosowane do metali alkalicznych
rzeczywiscie daje dobre oszacowanie.

Jednak pod koniec lat 70. i na

poczatku 80. zacz¢to syntetyzowaé nowe
zwiazki miedzymetaliczne na bazie
pierwiastkéw ceru i uranu, w ktérych
mierzone masy nosnikéw pradu byty
niezwykle duze, rzedu 100 — 1000 mas
elektronu. Krétko méwiac, ,elektrony
przewodnictwa” w tych zwiazkach sa
prawie tak ciezkie jak protony! Stad tez
wziela sie nazwa ,ciezkie fermiony” dla
takich ukladéw (slowo fermiony oznacza
klase czastek o pewnych wlasnosciach
kwantowomechanicznych, do ktdrej
naleza, miedzy innymi, elektrony, protony
i neutrony; druga klase czastek stanowia
tzw. bozony, do ktérej nalezy np. foton).

Sprébujmy zrozumieé, jaki jest mechanizm
powstawania tak wielkich mas. Zanim
zajmiemy si¢ sytuacja w krysztale,
poswieémy pare zdan atomom. Wokdl
jadra izolowanego atomu (tzn. bedacego
daleko od pozostalych) elektrony poruszaja
si¢ w pewien uporzadkowany sposéb, ktéry
jednak odbiega od klasycznych wyobrazeii.
Nie wszystkie rodzaje ruchu sa mozliwe,
lecz tylko pewne wyréznione. Okreslony
rodzaj ruchu jest zwiazany ze stanem,

w jakim znajduje sie elektron. Stan taki
nosi nazwe kwantowomechanicznego

i moze byé¢ opisywany tylko w kategoriach
mechaniki kwantowej.



W krysztale atomy tworza sieé
krystaliczna, tzn. nie mozna juz ich
traktowaé jako izolowane. ,,Czuja” one
nawzajem swoja obecno$é. Efektem

tej bliskosci jest modyfikacja ruchéw
elektronowych (stanéw kwantowych) dla
elektronéw z dala od jadra. Dla niektérych
stanéw moze by¢ ona znaczna, zmieniajac
catkowicie charakter ruchu, dla innych
minimalna. W pierwszym przypadku
elektrony moga poruszaé sie pomiedzy
atomami, tracac wieZ z macierzystym
atomem; nastepuje tzw. kolektywizacja
elektronéw, a stany takie nazywa sie
rozcigglymi. W drugim przypadku

ruch elektronéw pozostaje zasadniczo
wewnatrzatomowy, bez mozliwosci
przeskoku na inne atomy. Stany takie
nosza nazwe zlokalizowanych.

W metalach alkalicznych, takich jak lit
czy s6d, stany elektronowe z powlok
zewnetrznych atoméw ulegaja takim
zmianom jak w pierwszym przypadku.
Tworza wiec stany rozciagle i elektrony
moga poruszaé sie swobodnie wzdluz
calego krysztahu.

Istnieja tez zwiazki, w ktérych realizowany
jest drugi przypadek, tj. gdy stany
elektronowe nie ulegaja zasadniczym
zmianom. Mimo ze powloki zewnegtrzne
nie sa zapelnione (tak jak dla atomdw
metali alkalicznych), elektrony nie maja
mozliwosci ruchu kolektywnego i po
przylozeniu napiecia otrzymujemy v = 0.
Zgodnie ze wzorem (1) prowadzi to do
wniosku, ze masa efektywna nosnikéw jest
nieskoniczona. Tak wiec potencjalny metal
staje si¢ izolatorem. Ten typ izolatora

(w odréznieniu od tradycyjnego, w ktérym
powloki zewnetrzne s zapelnione)

nosi nazwe izolatora Motta—Hubbarda.
Przykladem jest tu zwiazek V20Os.

Najciekawsza sytuacja powstaje wtedy,
gdy krysztal sklada si¢ jednoczesnie

z dwéch rodzajéw atoméw: rozciagajacych
i lokalizujacych stany elektronowe. Wlasnie
ten przypadek ma miejsce dla ciezkich
fermionéw. Role atoméw lokalizujacych
ruch elektronéw pelnia atomy ceru badz
uranu. Przykladowe zwiazki z tej klasy
materialéw to: UPts, UBeys, UPd2Als,
CeCu;,Siz oraz CeAls. Aby w pelni
zrozumie¢ ich wlasnosci, trzeba uzyé
formalizmu statystycznej teorii pola.

My jednak postaramy sie wytlumaczyé
powstawanie duzych mas efektywnych przy
uzyciu znacznie skromniejszych srodkéw.
Ciezkie fermiony mozna rozpatrywaé jako
uklad, w ktérym elektrony przebywaja

w dwéch stanach kwantowych: |L)
(zlokalizowanym) i |R) (rozciagtym).
Powyzsze oznaczenie dla stanu

Twierdzenie 1 (nieréwnos¢ Fejéra-Jacksona).
Jezeli z € (0, 7), to
1 1o
Sp(z) =sinz + §s:n2x +...4 ~—sinnz >0
n
dian=123:..

Dowdd. Dlan =11z € (0, ) nieréwnos¢ Sy(z) = sinz > 0 jesl,
oczywista. Gdy n = 2,

Sa(z) =sinz + %sin?:r: =sinz - (14 cosz) >0

dla z € (0, 7). Zalézmy, ze dla z € (0, 7) i ustalonego n — | > 1
mamy S,_1(z) > 0. Wykazemy, ze wéwezas dla z € (0, 7) prawdziwa
jest nieréwnoéé
1%

Sp(2) = Sp-1(2) + , sinnz > 0.
Rozwazmy przypadki:
1. Gdy z € {y € (0, 7) : sinny > 0}, to oczywiscie
Snalz) 2> Sn_a1(z) = 0.
2. Gdy z € {y € (0,7) : sinny < 0} = B,, to korzystajac
z tozsamoscei 2sin “—;2 cos %ﬁ = sin a — sin #, mamy nastepujacy
wzér na pochodna funkeji Sy, :

n
Sle)= ZCOS kz =
k=1

1 ;
= — (25in£cosz+2sin£cos?z+...+25in£cosu:r:)=
2sin % 2 2

~—, . sin E.’f;—sin la‘: + | sin E:: —siuia' -+
@ 2sin 5 2 2 2 g e
é & 1 = 1 ) B
4| sin|n 3 T—8nln 5 x —
1 sin | n + 1 x — sl 2
— — | — s — | =
2:?&11‘;,‘i 2 2

1 ; 2 A
= JenZ smnx-cos-2—+sm§-(cosm:—1) =200,
2

+

Czytelnik, ktéry nie pamieta tozsamosci trygonometrycznych, lecz slyszal za Lo
o funkcji wykladniczej w dziedzinie zespolonej, moze zauwazy¢, ze
n n

n
E coskr = E Re(e""”) = Re E atke
k=1 k=1 k=1

Dalej juz jest latwo — trzeba tylko umieé sumowaé ciag geometryczny.

Zauwazmy teraz, ze zbidr B,, sklada sie ze skonczonej liczby
otwartych, roztacznych przedzialéw, np. By = (I—, %) U (37", ﬂ')‘
Niech (a,b) bedzie jednym z przedzialéw tworzacych zbiér B,.
Funkcja S, jest:

1) malejaca w (a, b),

2) ciaglta w punktach a i b,

3) sinnb = 0.

Zatem
Sild) > S =5+ %sin nb = Sp_1(b) > 0

dla z € (a,b), a tym samym dla wszystkich € B,,. Wobec tego na
podstawie zasady indukcji matematycznej nieréwnosé S, (z) > 0 jesl
prawdziwa dla z € (0, 7) i wszystkich n € N. ®



W zupelnie analogiczny sposéb mozna udowodnié ,blizniacza”
nieréwnosé¢. Pojawia si¢ ona, na przyklad, jako zadanie 241 w ,,/The
Otto Dunkel Memorial Problem Book”, American Mathematical
Monthly 64, no 7, part II, 1957 (istnieje przeklad na jezyk rosyjski:
wlzbrannyje zadaczi iz zurnata American Mathematical Monthly”,
Moskwa 1977). Zachecam Czytelnika, by nasladujac dowéd

z poprzedniej strony, udowodnil samodzielnie

Twierdzenie 2. Jezeli z € (0,7), to

1 1
C'n(:r:):cosx+§c052m+“.+;cosnfc > —1
dlen=1,2,...

Uwaga 1. Jedynie dla n = 1 i @ = 7 ma miejsce réwnosé
Cy(7) = —1; ponadto
lim inf miél Ch(z) = —1n2 ~ —0,693147 .

n—oo i<z
Uwaga 2. Czytelnik znajacy teori¢ szeregéw Fouriera bez trudu
sprawdzi, ze dla o € (0, 7)

o=k

2 b
1 el
cosm+§c032w+..._-—ln (251115) :

, ==
snn:—l-gsm?a:—l—‘..:
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Najnowszy 3,5-metrowy teleskop w Apache Point Observatory

w Nowym Meksyku ma by¢ dostepny dla wielu astronoméw

z calego Swiata bez potrzeby jechania do obserwatorium. W pelni
zautomatyzowany teleskop bedzie mozna kontrolowaé za pomoca
sieci komputerowe] Internet. Réwniez siecia beda przesytane wyniki
obserwacji.

Po wieloletnich badaniach okolo 20 tysiecy zdje¢ Saturna zrobionych
przez Voyagera 2 w 1981 roku M. Gordon i C. Murray z Londynu
doszli do wniosku, ze Saturn ma o 7 ksiezycéw wiecej niz sadzono.
Saturn jest wiec w tej dziedzinie niewatpliwym rekordzista z
dwudziestoma ksiezycami. Nastepna okazja do zbadania okolic
Saturna nastapi w 2004 roku, gdy zblizy sie do niego sonda
kosmiczna Cassini.

Poszukiwania w zakresie optycznym galaktyki silnie emitujacej

fale radiowe doprowadzily do odkrycia najbardziej odleglej
galaktyki. Astronomowie z Wielkiej Brytanii, Holandii i USA

za pomoca teleskopu Herschela, znajdujacego sie na Wyspach
Kanaryjskich, odkryli w gwiazdozbiorze Draco galaktyke oznaczona
w katalogu radioZrédel symbolem 8C 1435+4635. Galaktyka ta
znajduje sie w odleglosci okolo 8 miliardéw lat §wietlnych od Ziemi
i w momencie, gdy obserwowane przez nas §wiatto opuszczalo
galaktyke, Wszechéwiat byl 5 razy mniejszy niz obecnie.
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i kwantowego znane jest pod nazwa notacji

Diraca. Okazuje sie, ze np. elektron
w stanie |L) moze przejéé w stan |[R) i na
odwrét. Innymi stowy, elektron, ktérego

- ruch poczatkowo byl ograniczony do
. najblizszego otoczenia atomu, nagle moze

zmieni¢ charakter swojego ruchu i poruszad
si¢ w calym krysztale. Powyiszy proces

~ nosi nazwe mieszania stanéw kwantowych.

Zamiast méwic¢ o dwdéch rodzajach standw,

e wygodnie nieraz jest méwié¢ o dwéch
. rodzajach elektronéw A i B (oczywiscie,

w rzeczywistodci istnieje tylko jeden roduaj
elektronéw).

Po przylozeniu napiecia elektrycznego

| przez metal zaczyna plyna¢ prad, ktérego

wartosé przypadajaca na jeden clektron j
jest dana przez proporcjonalnosé:

(2) J~nava+npup,

- gdzie v, i vy sa predkosciami dryfu

dla elektronéw Ai B, anaing saich
odpowiednimi wzglednymi koncentracjami,
przy czym na +ng = 1.

Ostatnia réwnos¢ oznacza, ze elektron

| moze znajdowaé si¢ wylacznie w stanie |A) :

lub |B). Zalézmy teraz, ze elektron
przebywa w stanie |A )} cze$é o swego
czasu, a w stanie |B) czeéé B. Jedli tak,
to powinna zachodzi¢ réwnoséé a + f = I.

Zauwazimy ponadto, ze im dluzej elektrony
przebywaja w stanie |A), tym bardzicj
wydaje sie, ze jest ich wiecej w tym stanie.
Czyli mamy relacje
na~a oraz mp~f3.

Wykorzystujac teraz fakt, ze wzdr (1) jest
stuszny dla obu rodzajéw elektrondw, tzn.

MmAvA MBUR

MG R e R

TA TB

| i zaktadajac, ze czas miedzy rozproszeninmi

jest taki sam (t4 = v = ), mozemy
napisaé, ze prad
@  i~Er(Z+L)

M4  Mp
Z drugiej strony, zamiast méwié o dwdch
rodzajach noénikéw, réwnowaznie mozemy

| mieé¢ do czynienia z jeduym, ktéry

laczy w sobie cechy obu jednoczesnic.
Takie obiekty nosza nazwe kwaziczastek
(efektywne noséniki) i przypisuje sie

| im pewna mase efektywna m*. Prad
- elektryczny dla kwaziczastek opisuje ten

sam wzor, co dla ,prawdziwych” czasick,
4.

(4) i~ Er"/m".

Poréwnujac wzory (3) i (4) oraz zakladajac
¥ znowu, ze 7° = 7, dostajemy dla masy
- efektywnej nastepujace wyrazenie

mampg
ama+ fmp




