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Nierównosc Fejera-J acksona

Jaroslaw GÓRNICKI

Kilka lat temu od zaprzyjaznionego matematyka niemieckiego

otrzymalem wydana w 1987 roku ksiazke pod znamiennym tytulem

"Die 100 schonsten Aufgaben aus Olympiaden Junger Mathematiker

der DDR mit eleganten Losungen, Klassenstufen 11/12".

Przegladajac ja ostatnio zatrzymalem sie na zadaniu 34:

Udowodnic, ze dla wszystkich x E (O, 7r) prawdziwa jest nierównosc

. 1'21'3 O
sm x + "2 sm x + 3 sm x > .

Zadanie jak zadanie - pomyslalem, wzialem kartke papieru

i nierównosc uzasadnilem. Wystarczyly standardowe wzory

trygonometryczne na sin 2x, sin 3x i kilka przeksztalcen - nic

nadzwyczajnego. Siegnalem do rozwiazan autorów ksiazki.

Zainteresowala mnie uwaga mówiaca, ze "prawdziwa jest ogólniejsza

nierównosc

n 1
L "ksinkx > O dla x E (0,7r)
k=l

ale jej dowód jest dosc skomplikowany".

Zabrzmialo to troche jak wyzwanie. Po jakims czasie mialem

równiez i jej uzasadnienie. Dowód, wbrew zapowiedziom, nie okazal

sie trudny, wykorzystalem indukcje i proste fakty z rachunku

rózniczkowego dostepne dla uczniów szkól srednich.

Aby zobaczyc, jak nierównosc ta jest uzasadniana w literaturze,

siegnalem po ksiazke D.S. Mitrinovicia "Elementarne nierównosci",

PWN, Warszawa 1972. Znalazlem ja tam jako Problem 3.15

(str. 155). Ku mojemu zaskoczeniu proponowane tam uzasadnienie

wymaga (zaawansowanej) umiejetnosci calkowania funkcji

zespolonych po krzywych zamknietych!

Zaczalem poszukiwac innych opublikowanych uzasadnien tej

nierównosci. Dowiedzialem sie wtedy, iz w 1910 roku matematyk

wegierski Lipót Fejer (1880-1959) badajac szeregi trygonometryczne

wykazal, ze funkcja

Sn (x) = sin x + ~sin 2x + ... + ~ sin nx , x E (O, 7r) ,

osiaga maksimum dla x = _7r_, a ponadto spelnia warunkin+1

Sn (n: 1) > Sn -l (;), n 2 2 ,

. (7r) frr smxhm Sn --1 = -- dx ~ 1,85193.n-+oo n + x
o

(Wykazanie tych zaleznosci moze byc pouczajacym cwiczeniem.)

Fejer wyrazil równiez przypuszczenie, ze

Sn (x) > O dla x E (O, 7r) i n = 1, 2, 3, ...

Powyzsza hipoteze udowodnili niezaleznie D. Jackson [1] w 1911 roku

i T.H. Gronwall [2] w 1912 roku. W latach nastepnych pojawialy sie

dowody innych autorów, miedzy innymi krótki dowód E. Landaua [3]

z 1933 roku.
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Metale

z ciezkimi

elektronami

Jan KARBOWSKI
Zapewne kazdy ze szkoly pamieta, ze masa

elektronu jest okolo 2000 razy mniejsza

od masy protonu. Kazdy tez wie, ze prad

elektryczny w metalach jest strumieniem

elektronów przewodnictwa oderwanych

od macierzystych atomów (tzw. nosniki

pradu elektrycznego). Zatem nalezaloby
sie spodziewac, ze masa nosników pradu m

oszacowana na podstawie wzoru
mv

(1) - = eET

powinna byc w przyblizeniu równa m(tsie
elektronu wzietej z tablic fizycznych.

W powyzszym wzorze v jest predkoscia
dryfu elektronów, T - srednim czasem

miedzy rozproszeniami elektronów,

e - ladunkiem elektronu, E zas

przylozonym polem elektrycznym.
Ewentualne drobne odstepstwa od

wartosci tablicowej mozna by próbowac

wytlumaczyc wplywem oddzialywania

z siecia jonów (atomów, które utracily

elektrony). Powyzsze rozumowanie
zastosowane do metali alkalicznych

rzeczywiscie daje dobre oszacowanie.

Jednak pod koniec lat 70. i na

poczatku 80. zaczeto syntetyzowac nowe
zwiazki miedzymetaliczne na bazie

pierwiastków ceru i uranu, w których

mierzone masy nosników pradu byly

niezwykle duze, rzedu 100 - 1000 mas
elektronu. Krótko mówiac, "elektrony

przewodnictwa" w tych zwiazkach sa

prawie tak ciezkie jak protony! Stad tez
wziela sie nazwa "ciezkie fermiony" dla

takich ukladów (slowo fermiony oznacza
klase czastek o pewnych wlasnosciach
kwantowomechanicznych, do której

naleza, miedzy innymi, elektrony, protony

i neutrony; druga klase czastek stanowia

tzw. bozony, do której nalezy np. foton).

Spróbujmy zrozumiec, jaki jest mechanizm

powstawania tak wielkich mas. Zanim
zajmiemy sie sytuacja w krysztale,

poswiecmy pare zdan atomom. Wokól
jadra izolowanego atomu (tzn. bedacego

daleko od pozostalych) elektrony poruszaja
sie w pewien uporzadkowany sposób, który
jednak odbiega od klasycznych wyobrazen.

Nie wszystkie rodzaje ruchu sa mozliwe,

lecz tylko pewne wyróznione. Okreslony

rodzaj ruchu jest zwiazany ze stanem,
w jakim znajduje sie elektron. Stan taki

nosi nazwe kwantowomechanicznego
i moze byc opisywany tylko w kategoriach

mechaniki kwantowej.



W krysztale atomy tworza. siec

krystaliczna., tzn. nie mozna juz ich

traktowac jako izolowane. "Czuja." one

nawzajem swoja. obecnosc. Efektem

tej bliskosci jest modyfikacja ruchów

elektronowych (stanów kwantowych) dla
elektronów z dala od ja.dra. Dla niektórych

stanów moze byc ona znaczna, zmieniaja.c

calkowicie charakter ruchu, dla innych

minimalna. W pierwszym przypadku

elektrony moga. poruszac sie pomiedzy

atomami, traca.c wiez z macierzystym

atomem; nastepuje tzw. kolektywizacja

elektronów, a stany takie nazywa sie

rozcia.glymi. W drugim przypadku

ruch elektronów pozostaje zasadniczo

wewna.trzatomowy, bez mozliwosci

przeskoku na inne atomy. Stany takie

nosza. nazwe zlokalizowanych.

W metalach alkalicznych, takich jak lit

czy sód, stany elektronowe z powlok

zewnetrznych atomów ulegaja. takim

zmianom jak w pierwszym przypadku.

Tworza. wiec stany rozcia.gle i elektrony

moga. poruszac sie swobodnie wzdluz

calego krysztalu.

Istnieja. tez zwia.zki, w których realizowany

jest drugi przypadek, tj. gdy stany

elektronowe nie ulegaja. zasadniczym

zmianom. Mimo ze powloki zewnetrzne

nie sa. zapelnione (tak jak dla atomów

metali alkalicznych), elektrony nie maja.

mozliwosci ruchu kolektywnego i po
przylozeniu napiecia otrzymujemy v = O.

Zgodnie ze wzorem (1) prowadzi to do
wniosku, ze masa efektywna nosników jest

nieskonczona. Tak wiec potencjalny metal.

staje sie izolatorem. Ten typ izolatora

(w odróznieniu od tradycyjnego, w którym

powloki zewnetrzne sa. zapelnione)

nosi nazwe izolatora Motta-Hubbarda.

Przykladem jest tu zwia.zek V203.

Twierdzenie 1 (nierównosc Fejera-Jacksona).

Jezeli x E (O, 7r), to

S()' 1. 1. On X = sm x + - sm 2x + ... + - sm nx >
2 n

dlan=1,2,3, ...

Dowód. Dla n = 1 i x E (O, 7r) nierównosc S1 (x) = sin x> Ojes!.

oczywista. Gdy n = 2,

S2 (x) = sin x + ~sin 2x = sin x . (1 + cos x) > O
2

dla x E (O, 7r). Zalózmy, ze dla x E (O, 7r) i ustalonego n - J 2: ]

mamy Sn-1(X) > O. Wykazemy, ze wówczas dla x E (O, 7r) prawd~i\Va

jest nierównosc

Sn(x) = Sn-1(X) + 2:.sinnx > O.n
Rozwazmy przypadki:

1. Gdy x E {y E (O, 7r) : sin ny 2: O}, to oczywiscie

Sn(x) 2: Sn-1(X) > O.

2. Gdy x E {y E (O, 7r) : sin ny < O} = Bn, to korzystajac

z tozsamosci 2 sin a;f3 cos atf3 = sin a - sin,B, mamy nastepujacy

wzór na pochodna funkcji Sn:
n

S~(x) = L cos kx =
k=l

1 (2' x 2 . x 2 . 2 . x )--o -x- sm - cos x + sm - cos x + ... + S111 - COS 1/.X

2sm 2' 2 2 2

1 ((. 3 . 1) (. 5 . 3 )
= --o - sm -x - sm -x + sm -x - sm -x + ... +

2sm ~ 2 2 2 2

+ ( sin (n + ~) x - sin (n - ~}e))

1 ( (1) ;J:)2 sin ~ sin n + 2' :1: - Sil':.2 =

1 (. x. x ( L))'= 2 sin ~ sm nx . cos 2' + sm 2" cos nx - < U .

Czytelnik, który nie pamieta tozsamosci trygonometrycznych, lec'~ slyszal 7.a (..)

o funkcji wykladniczej w dziedzinie zespolonej, moze zauwazyc, ze

Zatem

Lcoskx= L Re (eikX) =ReLeikX•
k=l k=l k=l

Dalej juz jest latwo - trzeba tylko umiec sumowac ciag geometryczny.

Sn(x) > Sn(b) = Sn-l(b) + 2:.sinnb = Sn-l(b) 2: On
dla x E (a, b), a tym samym dla wszystkich x E Bn. Wobec tego na

podstawie zasady indukcji matematycznej nierównosc Sn(x) > Ojes!.

prawdziwa dla x E (O, 7r) i wszystkich n E N.•

Zauwazmy teraz, ze zbiór Bn sklada sie ze skonczonej liczby

otwartych, rozlacznych przedzialów, np. B4 = (~, l) U e:'7r).

Niech (a, b) bedzie jednym z przedzialów tworzacych zbiór Bn.
Funkcja Sn jest:

1) malejaca w (a, b),

2) ciagla w punktach a i b,

3) sin nb = O.

nnn
Najciekawsza sytuacja powstaje wtedy,

gdy krysztal sklada sie jednoczesnie

z dwóch rodzajów atomów: rozcia.gaja.cych

i lokalizuja.cych stany elektronowe. Wlasnie

ten przypadek ma miejsce dla ciezkich

fermionów. Role atomów lokalizujacych

ruch elektronów pelnia. atomy ceru ba.dz

uranu. Przykladowe zwia.zki z tej klasy

materialów to: UPt3, UBe13, UPd2AG,

CeCu2Si2 oraz CeAb. Aby w pelni

zrozumiec ich wlasnosci, trzeba uzyc

formalizmu statystycznej teorii pola.

My jednak postaramy sie wytlumaczyc

powstawanie duzych mas efektywnych przy

uzyciu znacznie skromniejszych srodków.

Ciezkie fermiony mozna rozpatrywac jako

uklad, w którym elektrony przebywaja

w dwóch stanach kwantowych: IL)
(zlokalizowanym) i IR) (rozcia.glym).

Powyzsze oznaczenie dla stanu
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W zupelnie analogiczny sposób mozna udowodnic "blizniacza"

nierównosc. Pojawia sie ona, na przyklad, jako zadanie 241 w "The

Otto Dunkel Memorial Problem Book", American Mathematical

Monthly 64, no 7, part II, 1957 (istnieje przeklad na jezyk rosyjski:

"Izbrannyje zadaczi iz zurnala American Mathematical Monthly" ,

Moskwa 1977). Zachecam Czytelnika, by nasladujac dowód

z poprzedniej strony, udowodnil samodzielnie

Twierdzenie 2. Jezeli x E (O, 7l'), to
1 1

Cn (x) = cos x + - cos 2x + ... + - cos nx > -1
2 n

dlan=I,2, ...

Uwaga 1. Jedynie dla n = 1 i x = 7l' ma miejsce równosc

C1(7l') = -1; ponadto

liminf min Cn(x)=-ln2:::::i-0,693147.
n-+oo 0SXS7l'

Uwaga 2. Czytelnik znajacy teorie szeregów Fouriera bez trudu

sprawdzi, ze dla x E (O, 7l')

. 1 . 7l' - X

sm x + - sm 2x + ... = --
2 2

cos x + ~ cos 2x + ... = - In (2 sin ~ )
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Najnowszy 3,5-metrowy teleskop w Apache Point Observatory

w Nowym Meksyku ma byc dostepny dla wielu astronomów

z calego swiata bez potrzeby jechania do obserwatorium. W pelni

zautomatyzowany teleskop bedzie mozna kontrolowac za pomoca

sieci komputerowej Internet. Równiez siecia beda przesylane wyniki

obserwacji.

Po wieloletnich badaniach okolo 20 tysiecy zdjec Saturna zrobionych

przez Voyagera 2 w 19S1 roku M. Gordon i C. Murray z Londynu

doszli do wniosku, ze Saturn ma o 7 ksiezyców wiecej niz sadzono.

Saturn jest wiec w tej dziedzinie niewatpliwym rekordzista z

dwudziestoma ksiezycami. Nastepna okazja do zbadania okolic

Saturna nastapi w 2004 roku, gdy zblizy sie do niego sonda
kosmiczna Cassini.

Poszukiwania w zakresie optycznym galaktyki silnie emitujacej

fale radiowe doprowadzily do odkrycia najbardziej odleglej

galaktyki. Astronomowie z Wielkiej Brytanii, Holandii i USA

za pomoca teleskopu Herschela, znajdujacego sie na Wyspach

Kanaryjskich, odkryli w gwiazdozbiorze Draco galaktyke oznaczona

w katalogu radiozródel symbolem SC 1435+635. Galaktyka ta

znajduje sie w odleglosci okolo S miliardów lat swietlnych od Ziemi

i w momencie, gdy obserwowane przez nas swiatlo opuszczalo

galaktyke, Wszechswiat byl 5 razy mniejszy niz obecnie.
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kwantowego znane jest pod nazwa notacji

Diraca. Okazuje sie, ze np. elektron

w stanie IL) moze przejsc w stan IR) i na

odwrót. Innymi slowy, elektron, którego

ruch poczatkowo byl ograniczony do

najblizszego otoczenia atomu, uagle 1Il0~C

zmienic charakter swojego ruchu i pornsnc

sie w calym krysztale. Powyzszy proces

nosi nazwe mieszania stanów kwantowych.

Zamiast mówic o dwóch rodzajach stanów,

wygodnie nieraz jest mówic o dwóch

rodzajach elektronów A i B (oczywiscie,
w rzeczywistosci istnieje tylko jeden rodzaj

elektronów) .

Po przylozeniu napiecia elektrycznego

przez metal zaczyna plynac prad, którego

wartosc przypadajaca na jeden elekt.1'01I.i

jest dana przez proporcjonalnosc:

(2) j '"nAVA + nBVB,

gdzie VA i VB sa predkosciami dryfu

dla elektronów A i B, a nA i n B s(~ich

odpowiednimi wzglednymi koncentra.cjami,

przy czym nA + nB = 1.

Ostatnia równosc oznacza, ze elektron

moze znajdowac sie wylacznie w stanic lA)

lub IB). Zalózmy teraz, ze elektron

przebywa w stanie lA) czesc a swego

czasu, a w stanie IB) czesc /3. Jesli tak,
to powinna zachodzic równosc a + /3 = l.

Zauwazmy ponadto, ze im dluzej elektrony

przebywaja w stanie lA), tym ba.rdziej
wydaje sie, ze jest ich wiecej w tym stallie.

Czyli mamy relacje

nA '" a oraz nB '" (3.

Wykorzystujac teraz fakt, ze wzór (1) jest
sluszny dla obu rodzajów elektronów, t.w.

mAVA = eE = mBVB
TA TB

i zakladajac, ze czas miedzy rozproszenia.mi

jest taki sam (TA = TB = T), mozemy
napisac, ze prad

(3) j '"ET (..5!-. + L) .mA mB

Z drugiej strony, zamiast mówic o dwócli

rodzajach nosników, równowaznie mozcmy

mlec do czynienia z jednym, który

laczy w sobie cechy obu jednoczesnie.

Takie obiekty nosza nazwe kwaziczastek

(efektywne nosniki) i przypisuje sie

im pewna mase efektywna m". Pra.d

elektryczny dla kwaziczastek opisuje ten

sam wzór, co dla "prawdziwych" czast.ek,

tj.

(4) j '" ET" Im" .

Porównujac wzory (3) i (4) oraz zakladajac

znowu, ze T" = T, dostajemy dla masy

efektywnej nastepujace wyrazenie'

(5) m" = mAmB .
amA + /3mB
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ZamIenIa

lewa,

dolem?

Dlaczego lustro

prawa strone z
. ,

a nIe gore z

Zbigniew SEMADENI

Przede wszystkim chcialbym podkreslic, ze odpowiedzi na postawioIle

pytanie nie mozna udzielic opierajac sie wylacznie na wiedzy

z matematyki i fizyki. Przeprowadzmy nastepujacy eksperyment my,;lowy

(a jesli ktos woli - eksperyment prawdziwy). Bierzemy gmszke (IIIb

bryle obrotowa bez zadnych innych symetrii), zaznaczamy na niej kólko

i obok krzyzyk. Stawiamy ja pionowo przed lustrem. Na obrazie grH"7.ki

w lustrze kólko i krzyzyk zamieniaja sie miejscami. Efekt jest taki, jakby

lustro zamienilo strone prawa z lewa, ale nie zamienilo góry z dolelll.

Matematycznie sprawa jest o tyle jasna, ze symetria wzgledem plas7.c7.Y7.llY

lustra musi zmieniac orientacje na przeciwna. Ale dlaczego wlasllie

zamienia lewa z prawa? Zmiane orientacji mozna uzyskac z,uówno pr7.C~.

zamiane lewej z prawa, jak i przez zamiane góry z dolem (ale lIie 1'1"I,C7.

obie te zamiany razem). Byc moze pion jest jakos wyrózniollY dla 111~,tra.

Pion - to kierunek linii sil pola grawitacyjnego. Czy grawitacja lila ja.kis

zwiazek z odbiciem promieni swietlnych?

Zagadnienie lustra omawiane bylo juz w Delcie czterokrotnie (w 1I111l1cra.ch

6/1977, 6/1979, 10/1987 i 7/1993), sadze jednak, ze warto dorzucic jCS7,CZC

kilka uwag.

Widac wiec, ze problem ogromnych

mas efektywnych moze byc stosunkowo

prosto wytlumaczony. Znacznie trudniej

jest wyjasnic inne wlasnosci ciezkich

fermionów, takie jak ich niekonwencjonalne

nadprzewodnictwo czy magnetyzm.

Wlasnie te dwie wlasnosci powoduja,

ze uklady te sa intensywnie badane na

swiecie w ciagu ostatnich lat. Ale to temat

na inne opowiadanie.

W szczególnym przypadku, gdy jedeI).

z wyjsciowych stanów jest calkowicie

zlokalizowany, np. IB), wtedy mB = 00

i wzór (5) upraszcza sie do m* = mA/a.

Jaki wniosek wyplywa z tego prostego

wzoru? Otóz w przypadku, gdy elektrony

znaczna czesc czasu przebywaja w stanie

zlokalizowanym, a jest male i masa

efektywna nosników moze byc znacznie

zwiekszona. Na przyklad, dla ukladów

ciezkich fermionów, elektrony 99%

i wiecej czasu spedzaja w stanach

zlokalizowanych, a tylko 1% lub mniej

w stanach rozciaglych. Wynika stad,
ze m* '" lOOmA - 1000mA.

Teraz kladziemy gruszke poziomo i powtarzamy

eksperyment. Znowu kólko i krzyzyk zamienily sie

miejscami. Ale teraz wyglada to tak, jakby lustro zamienilo

swoja góre ze swoim dolem, a nie swoja strone prawa

. ze swoja lewa. A wiec pion fizyczny nie jest tu istotny,

lecz polozenie osi symetrii gruszki. Tytulowe pytanie

"Dlaczego?" staje sie bardziej intrygujace.

Odpowiedzi, moim zdaniem, nalezy szukac

w psychofizjologii ludzkiego spostrzegania. Promienie

swietlne padaja na siatkówke oka ludzkiego. Zostaja

odebrane przez ponad 100 milionów komórek

receptorowych i przetworzone na impulsy przekazywane

do tzw. kory wzrokowej mózgu, gdzie sa przetwarzane

i interpretowane. Analogicznie dziala kamera video

sprzezona z komputerem. Kamera przetwarza impulsy

swietlne na impulsy elektryczne, wysylane do komputera.

Tam sa poddawane obróbce graficznej i przekazywane na
monitor. Mózg jednak nie tylko przetwarza otrzymywane

obrazy, ale je tez interpretuje, np. rozpoznajac gruszke.

W szczególnosci subtelne róznice obrazu na siatkówce

lewego i prawego oka sa przetwarzane w mózgu na obraz
trójwymiarowy z glebia.

Ta umiejetnosc interpretacji obrazu nie jest czlowiekowi

dana wraz z urodzeniem. Poczatkowo niemowle odróznia

tylko swiatlo od ciemnosci, dopiero po wielu tygodniach

zaczyna uczyc sie rozpoznawania ksztaltów. Interpretacja
obrazu rozwija sie wraz z rozwojem rozumienia ksztaltu

i wzajemnego polozenia widzianych obiektów, wyobrazni

przestrzennej i kszt,altowaniem sie pojec geometrycznych.
Rysunki dzieci szalenie frapuja artystów; prawdopodobnie

wyrazaja one jakos sposób, w jaki mózg dziecka
interpretuje spostrzegane obrazy. Jego siatkówka odbiera

obraz zapewne tak jak i nasza, ale jego mózg inaczej
przetwarza otrzymywane bodzce.

Patrz np.' [2], rozdzialy o rozwoju spostrzezen kolejno w wieku

niemowlecynl, pOlliemowlecym, przedszkolnym, mlodszym wieku

szkolny ITI i w wieku dorastania.

Gdy patrzymy z ukosa na kartke papieru, widzimy j,!

w perspektywie. Aby zrozumiec, jaki obraz pada Ha.

siatkówke oka, wyobrazmy sobie ostroslup, którego

podstawa jest obserwowany prostokat, a wierzcholek

znajduje sie w srodku oka. Obraz padajacy na siatkówkI.:

otrzymamy - w przyblizeniu - biorac przekrój tego

ostroslupa plaszczyzna prostopadla do prostej Ii!Czacej

wierzcholek ostroslupa ze srodkiem podstawy. Latwe

rozumowanie geometryczne pokazuje, ze obra7, ten

jest wprawdzie czworokatem, ale bynajmniej nie jef't

prostokatem, a mimo to w mózgu jest interpretowallY

jednoznacznie jako prostokat, bowiem wiemy lub

podswiadomie zakladamy, ze kartka jest prostokat.rw.

Nawet matematycy bywaja zaskoczeni efektem prostego

eksperymentu: patrzymy na taki skosnie polozony

prostokat (o wyraznym, ale nie przesadnym skosie), wydaje

sie nam, ze widzimy katy proste, po czym przykladamy

do oka ekierke i przekonujemy sie, ze dwa z tych katów

widzimy jako ostre, a dwa - jako rozwarte. Podobllie, gdy

patrzymy z ukosa na okrag, do oka dociera ksztalt elips,Y

(przekrój odpowiedniego stozka, pwstopadly do o"i), ak

mózg nasz interpretuje to jako okrag.

Przylózmy do oka linijke: okaze sie, ze linie piollowc

(takie jak krawedzie scian budynku), które wyua.ja "ie,:

nam równolegle, w rzeczywistosci docieraja do lIaszej

siatkówki jako nierównolegle. Niby to wiemy, uczyli,;,"y

sie o perspektywie, ale mozemy byc zaskoczeui ty m,

co widzimy. Nasz mózg automatyczuie interpretuje taki.e

linie jako równolegle (podobnie jak obecnie, przy tworzelliu
map, komputer przeksztalca skosne zdjecia lotniczc Hit

wyprostowane). Co wiecej, matematycy nieraz kwestioHuja

rysunki prostopadloscianu w perspektywie zbieznej; woJ;,;

perspektywe równolegla. Innymi slowy, nieraz za na.t.Hra.lll,Y

uwazaja rysunek bryly nie taki, jak ja widza, lecz taki, ja.k

ja sobie wyobrazaja·
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