oraz 0,6 cm (ktérych ruch pokazuja
odpowiednio kétka i krzysyki) juz tam

_ pozostaja, a male ziarna (dla ktérych A(t)
oznaczono kwadracikami) podazaja coraz
wolniej w dél. Rysunek pokazuje ciekawy

- fakt: Otéz zaleznodé A(t) jest wyraZnie
nieliniowa. Inacze] mozna powiedziec,
ze predkos¢ dA(t)/dt przemieszczania
si¢ duzego ziarna nie zalezy od stosunku
promieni ziaren duzych i malych,
natomiast roénie wraz ze zmniejszaniem
sie odleglosci duzego ziarna od gérnej
powierzchni. Im wiecksza amplituda drgai,
tym bardziej stroma jest zalezno$¢ A(2),
czyli tym szybciej narasta tempo zbhzama
si¢ ziarna do powierzchni naczynia.
Natomiast istnieje pewna krytyczna
amplituda potrzasania cylindrem, ponizej
ktdrej konwekcja przestaje zachodzié.
Nie mozemy tez wywolaé¢ ruchéw
konwekcyjnych dla upakowania ziaren
wigkszego niz pewne upakowanie krytyczne
(np. gdy ubity piasek zamkniemy ciasno
w naczynju). MoZna réwniez zauwazyc,
ze gdy' wypdler_u_jemj._jedynie jedna
écianke naczynia, wéwczas wzory, jakie
W naczyniu tworza poruszajace si¢
zmma, przestana by¢ symetryczne, jak
to pokazuje rysunek 3a. Zaleinosé ruchu :
konwekcyjnego od oddzmlywan ziaren ze

_ Sciankami potwierdza inna obserwacja. =
Kiernnek przcmieszéza.ni’a sie wickszego
ziarna mozna zmieni¢, gdy doswiadczenie -
przeprowadzimy w naczyniu zwezajacym
sig ku dolowi. Przy takiej geometrii
wicksze ziarna beda na stale uwiezione na
dnie naczynia (rys. 3b).

Rys. 3

Sprébujcie Paiistwo zbadaé, jak ruch
konwekcyjny zalezy od nachylenia scian
potrzasanego cylindra. Pytanie, pray
jakim nachyleniu §cian naczynia ruch
konwekcyjny ustanie, nadal czeka na
odpowied#! '

[1] James B. Knight, H.M. Jaeger i Sidney
R. Nagel, Physical Review Letters, T0, 3728
(1993).

Wokél nieréwnosci Younga
Grzegorz LUKASZEWICZ

W miesieczniku Delta co pewien czas pojawiaja sie artykuty
o waznych nierownosciach i ich dowodach. Niniejszy artykut
nawiazuje do tej tematyki.

Bedziemy rozwazaé pewna nieréwnosé, zwana nieréwnoscia
Younga, i jej naturalne otoczenie, czyli kilka innych waznych
nieréwnosci bedacych bardzo bliskimi jej konsekwencjami.

Przedstawiamy

Nieréwnosé Younga
Jesli z iy sq dowoln‘ymz liczbami meujemnyms a liczby dodatmc P, q
spetniajq warunek 1 > +; =4, e

1 1
1 : zy < —af + —y?
1) s+ 2,
przy czym réwnosé zachodzi witedy i tylko wtedy, gdy y = xP~1.

Zanim udowodnimy nieréwnoé¢ Younga, rozejrzyjmy sie nieco
wokdl niej. Zauwazmy przede wszystk1m ze mozna ja zaplsa,c takze
w postam
(2) aft -
gdzie ay,as > 0, q1,92 > 0,/q1 + q2 = 1 (réwnosé¢ zachodzi wtedy
i tylko wtedy, gdy ay = a3).' Nieréwnosé (2) powinna si¢ wydaé bliska
Czytelnikom Delty, ktadac bowiem ¢, = q3 = , destajemy debrze
znana nierownosé dla éredniej arytmetycznej i geometrycznej
dla dwoch skladnikéw: : :

ay + ag

@) - A 5

Szczegolnym przypadkiem nieréwnosci Younga jest bardzo czesto
uzywana, elementarna nieréwnosé

a“<q1-a]+q-rag,

cag)t? <

1
4 . s
(4) YL

bedaca takze przypadkiem szczegdlnym nieréwnoéei
Cauchy’ego—Schwarza

i e 1/2 = 1/2
t=1 i=1 i=1

Ostatnia nierownos$¢ wyraza fakt, ze iloczyn skalarny wektoréw

a=(ay,...,an)1b=(by,...,bn) W n-wymiarowej przestrzeni

euklidesowej jest nie wiekszy niz iloezyn dlugosei tych wektoréw

(jest mniejszy, jedli wektory te nie sa réwnolegle). Uogdlnieniem

nieréwnosci Cauchy’ego-Schwarza jest bardzo wazna nieréwnoéé

Holdera
= 1/p - 1/q
We=1

(6)
i=1 i=1

prawdziwa dla a; > 0, 6; >0,i=1,..
7e %+%:1.

1
2,1 2
£+2yl

[

.,nidla takich p,¢ > 0,

7 nieréwnosci Holdera wynika tatwo podstawowa nieréwnodé
Minkowskiego

n 1/p n 1/p n 1/p
(7) (Z(ag +b§)P) < (Z af) +(Z bf) :

=1



prawdziwa dla @; > 0,b; >0,i=1,...,nip > 1. Dla p = 2 nieréwnoé¢ (7)
redukuje sie do nieréwnosci tréjkata

i 1/2 - 1/2 e 1/2
(8) (Z(a,'-f-bg)?) S(Zaf) +(be) ,

=1 =1
ktéra méwi, ze suma diugosci dwu bokéw tréjkata jest nie mniejsza niz dtugoéé
trzeciego boku.

Jedli w nieréwnosciach Holdera 1 Minkowskiego polozyé n = oo, to dosta_]r‘rny
nieréwnoéci prawdziwe dla sum nieskonczonych:

i/p 55 1/q
9) Zai-bsg(Za’:) (qu)

oraz

oo 1/p = 1/p o . 1/p
(10) (Z(Gi o bi)p) . (Z ﬂf) + (Z bf) :
=1 s "

i=1
gdzie (a;) 1 (b;) sa teraz dowolnymi ciagami liczb nieujemnych.

Mozemy wreszcie zastapi¢ w (9) i (10) sumy nieskonczone catkami po dowolnych
zbiorach, a ciagi (a;) i (b;) dowolnymi funkcjami catkowalnymi na tych zbiorach,
z odpowiednimi potegami. Niech np. I bedzie dowolnym przedzialem na prostej

liczbowej, a f i1 g dowolnymi funkcjami catkowalnymi na I. Wtedy

w  [Ues@ies ([P dz)”p- (f |.a(x)|**dz)”q

oraz

w ([ue +g(a‘r)1pd$)w <([ise |de)w (f1ste m)”p.

Zauwazmy, ze jeSli znamy nieréwnosci dla catek, to mozemy z nich wyprowadzié
nieréwnosci dla sum (skoniczonych czy nieskonczonych).

Whikliwemu Czytelnikowi proponujemy teraz przerwe w czytaniu tego artykutu,
samodzielna prébe udowodnienia jak najwiekszej liczby zaleznosci miedzy
powyzszymi nieréwnoéciami i zbadanie, przy jakich zalozeniach zachodza
nierownosci ostre.

Ponizej podamy trzy pogladowe dowody nieréwnosci Younga oraz udowodnimy
nieréwnosci Holdera (11) 1 Minkowskiego (12).

Trzy dowody nieréwnoéci Younga.
Bedziemy rozwazaé przypadek nietrywialny, gdy =,y > 0.

1) Poniewaz funkcja f(z) = e” jest $cisle wypukla, sieczna przecinajaca wykres
funkeji w punktach o odcietych ®, i x5 lezy w tym przedziale nad wykresem tej
funkeji, co zapisujemy w postaci nieréwnosci '
(13)  flerzi + qe22) S i f(21) + 2 f(22), (91,02>0, 1 +¢q2=1),

przy czym réwnosdé zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy =, = x4. Proste
podstawienia daja nieréwnoéé (2).

2) Niech ¢; bedzie liczba z przedziatu (0,1). Rozwazmy krzywa bedaca wykresem
funkeji t — 9t (t € R) 1 styczna do niej w punkcie t = 1. Jest oczywiste,

ze wzgledu na wklestodé krzywej, ze styczna lezy nad krzywa. Fakt ten wyraza
nierownosé 11 < g1t + (1 — q1), przy czym réwnosé zachodzi wtedy 1 tylko
wtedy, gdy t = 1. Kladac g2 =1 — ¢1 i t = a1/az dostajemy znowu (2).

N b | : Ay
3) Niech p > 11 = + — = 1. Rysujemy krzywa y = zP~1 i dwie proste z = xg,

Y = Yo, gdzie &g 1 Yo sa dowolnymi ustalonymi liczbami dodatnimi (rysunek).
Rozwazmy pola figur 0AB, 0C'E i prostokata 0ADE. Jest widoczne, ze
pole 0ADE < pole0AB + pole 0C'E

(réwnoéé zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy yo = ah~ ) Wyrazajac pola

5
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Rozwigzanie zadania F 409. Satelita
krazacy po orbicie na wysokoéci 200 km
nad Ziemig praktycznie nie doznaje oporu
powietrza, mozemy wiec uwazad, ze cala
masa atmosfery jest skupiona ponizej

tej wysokodci. Ziemskie przyspieszenie
grawitacyjne zmienia sie w tym obszarze
o okolo 3%,
za stale. Cisnienie atmosferyczne na

mozemy je wigc uwazaé

poziomie morza jest réwne ciezarowi
powietrza w stlupie o jednostkowej
podstawie F' = mg, gdzie m jest masa
powietrza zawartego w tym slupie. Masa
atmosfery jest zatem rowna

F 2

M =~ —4n7R™.

B
A wige liczba czasteczek wynosi
M
~—Nx
H HE
gdzie N jest liczba Avogadry

N = = 41"“““‘]"“

Na = 10*,

=

Rozwigzanie zadania F 410. Wrzenie
polega na tworzeniu sig¢ pecherzykéw
pary wewnatrz cieczy, gdy cisnienie
pary nasyconej staje sig réwne cidnieniu
cieczy na tej glebokosci, na ktérej
znajduje sie pecherzyk pary. Na granicy
rozdzialu cieczy pecherzyki zawierajg
zardwno pary H20, jak i CCly.
Cisnienie pary w pecherzykach jest
réwne sumie ciénien parcjalnych par
obu cieczy (prawo Daltona). Dlatego
ciénienie réwne atmosferycznemu
wytworzy sig na granicy obu cieczy

w temperaturze mniejszej od 76,7°C.
(Cidnjenie hydrostatyczne cienkiej
warstwy wody jest zaniedbywalnie
male w poréwnaniu z atmosferycznym).
W temp
ci§nienie nasyconej pary wodnej

aturze 65,5°C

wynosi 192 mm Hg, a ciinienie
pary nasyconej czterochlorku wegla
wynosi 568 mm Hg, co razem

daje 760 mm Hg (cidnienie
atmosferyczne).

-3

Rozwigzanie zadania M 746. Poniewaz
T, = ]rj',._—il'b"ﬂ.: < {1{J4]2{JFJ"] - lOs'm“

to o = S(x;) < 8000 - 9 = 72000

Zatem, r3 < 5-9=45,r4 £3+9=12

i wreszcie x5 < 9. Mamy tez, oczywiscie,
zs > 1.

Ponadto, liczby m i §(m) daja réwne
reszty 2 dzielenia przez 9. Liczba 1995
jest podzielna przez 3, zatem =z, dzieli
sie bez reszty przez 9, a wiec dla
dowolnego n liczba x, takze dzieli sig
przez 9. Stad x5 = 9. Wszystkie dalsze
wyrazy ciggu (ry) tez s réwne 9.

za pomoca calek dostajemy
To Yo
ToYo S/ z"‘ldx+/ ¥~ dy,
0 0

co po scatkowaniu daje nieréwnosé (1) z = = zo, ¥ = yo-

Udowodnimy teraz nieréwnosé¢ (11). Dla prostoty zapisu wprowadimy oznaczenie

i1 = ([ 1P az) "

Jesli || fllp # 01 lgllg # 0, to korzystajac z nieréwnoéci Younga mamy

U o)y, ¢ [ (LU, L)
1 1flle llgllg r\p lIflIE  a llgllg

co jest innym zapisem nieréwnoéci (11). Jesli prawa strona nieréwnosci (11)
jest réwna zeru, to lewa strona takze jest zerem. To koiczy dowéd nieréwnosci
Holdera.

(14) iy

PrzejdZzmy do dowodu nieréwnosci (12). Korzystajac z nieréwnosci Holdera (11)
mamy

f; 1£(z) + g(2)]P dz =

(15) = [1#@)+s@P 1@ de + [ 1)+ st~ la(e)] dz <

< IIf +gll5~ Ml + Hlallp),

i po podzieleniu obu stron nieréwnosci przez ||f + g[lg‘l dostajemy
nieréwnosé (12). :

W nieréwnosciach Holdera 1 Minkowskiego dla calek mozna dobraé funkeje f i g
oraz zbidr, po ktérym calkujemy w taki sposdb, aby dosta¢ nieréwnosei dla sum:

(6), (9) oraz (7), (10).

Pierwsze dwie nieréwnosci otrzymujemy zakladajac, ze np. I jest przedzialem
(0,n], a funkcje f i g sa funkcjami schodkowymi:

f(z)=a;, g(z)=0b; dla z€(i—1,i], 1<i<n, (a,b>0).
Nieréwnosci dla sum nieskonczonych otrzymujemy bezposrednio z odpowiednich
nieréwnosci dla sum skoriczonych, w granicy, gdy z n zbiegamy do
nieskonczonosci. Zauwazmy, ze postepujac w ten sposéb nie otrzymamy w (9)
1 (10) nieréwnosci ostrych, wychodzac z nieréwnosci ostrych w (6) 1 (7).

Chcac zbadaé¢ warunki, przy ktérych w (9) i (10) zachodza nieréwnoéci ostre,
mozemy np. zbadaé te warunki dla nieréwnoéci catkowych (11) i (12), a potem
wyrazié¢ je w jezyku ciggdw.

Stosujac nasze gléwne twierdzenie o nieréwnosci (1) do nieréwnosci (14) widzimy
bez trudu, ze w nieréwnoéci Holdera dla calek zachodzi nieréwnoéé ostra,

jesh tylko ey fP # cag? dla kazdych dwu stalych ¢;, ¢, 2z ktérych przynajmniej
jedna jest rézna od zera. Dla p = ¢ = 2, w przypadku nieréwnoéci (5), warunek
ten sprowadza sie do warunku orzekajacego, ze wektory a = (ay,...,a,)
ib=(by,...,b,) nie sa réwnolegle.

Korzystajac z warunku, przy ktérego spelnieniu w (11) zachodzi nieréwnosé
ostra i patrzac na nieréwnoéé¢ w (15) widzimy, ze w nieréwnosci Minkowskiego
dla calek mamy nieréwnoé¢ ostra, jesli tylko ¢y f # cag dla kazdych dwu stalych
c1, ¢z, gdy przynajmniej jedna jest rézna od zera. W przypadku nieréwnosci
tréjkata (8) nieréwnos$é ostra ma przejrzysta interpretacje geometryczna.

Gdy juz méwimy o geometrii, prosimy podaé elementarny dowéd geometryczny
nieréwnosci (4), z wynikajacym z niego warunkiem na nieréwnoéé ostra
(por. dowéd 3) nieréwnoéci Younga.
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Rozwigzanie zadania M 744. Dzielimy
érednice AB tego kola na szes¢ réwnych
czedci punktami €', D, O, E, F. Pélokrggi
o érednicach AD, AE, BE i BD (patrz
rysunek) dziela kolo w zadany sposéb.

£

Rozwigzanie zadania M 745,
Z dwumianu Newtona mamy

-
. . . k L g
@ty =a o+ (j ) I
1=1

- . s . k—-
Kazdy z iloczynéw z’y
wykorzystujac nieréwnosé Younga

z wykladnikami p = k/j, ¢ = k/(k = J).

1 szacujemy

Daje to w efekcie nierdwnosdé

,\_
X e
7

i=1

i
N[k k-
e k(j)+y %

i=1 i=1

jewas X (E) = (¥=1
Poniewaz #+ (r) = (3—1

J
stronie jest réwna

e ey

Stad juz od razu wynika teza zadania.

Uwaga. Uwazny Czytelnik spostrzegl
zapewne, 2e nierdwnosé z tezy zadania

) oraz

pociaga za soba wypuklosé funkeji
potegowej i ma prosta interpretacje

graficzng (patrz rysunek).

L]

(]
1
]
1
1
]
1
]
]
]
1

fl@) ==*

(5?) = (1':1‘ ) kazda z sum po prawej

k-1
k-2

k=1

¥

Srodek odcinka siecznej lezy nad

wypukloédci.

wykresem funkeji f(x) = =*

cigglej ta wlasnoé¢ jest réwnowazna

dla funkcji

Na zakonczenie artykulu oméwimy krétko przedstawione trzy dowody
nieréwnoéci Younga. Czytelnik méglby zadaé¢ w tym miejscu uzasadnione
pytanie, dlaczego podano az trzy dowody, podczas gdy zupelnie wystarczylby
jeden z nich. Niepelna odpowiedz na takie pytanie zawiera sie w stwierdzeniu,
ze wszystkie trzy dowody sa krétkie, proste 1 geometryczne w tym sensie,

ze mozna je zobaczyé na rysunku i latwo zapamietaé, ze podobaja sie autorowi
i d]atego zostaly przedstawione.

Oczywidcie, jeden dowdd wystarczylby dla wykazania prawdziwosci

nieréwnoéci (1). Mozna jednak spytaé, ktéry z przedstawionych dowoddéw
mialby by¢ tym wybranym i dlaczego. Ktos moze tez powiedzieé, ze zna inny
dowdd, lepszy od kazdego z przedstawionych powyzej. Dochodzimy tu do
zagadnienia kryteriéw, wedlug ktérych mozna poréwnywacé i oceniaé rézne
dowody tego samego twierdzenia. Moga to byé kryteria réznej natury, od bardzo
subiektywnych (np. estetyczne czy filozoficzne), do calkiem obiektywnych, gdy
rozwazamy zalety danego dowodu patrzac np. na potencjalnie ogélne metody
lub na analogie i powigzania z innymi teoriami matematycznymi, jakich jest
nosnikiem. :

Moze ktos kiedys napisze na tamach Delty artykut o kryteriach wartosciujacych
dowody w matematyce. ..

Po tych uwagach ogdlnych przejdzmy do krétkiego omdwienia przedstawionych
trzech dowoddéw nieréwnosci Younga. Jak juz wspomnielismy, zaleta kazdego
z nich jest krotkosé, prostota i obrazowosé.

Zaleta pierwszego dowodu jest mozliwosé jego prostego i plodnego uogdlnienia:
wykorzystujac nieréwnosé Jensena dla funkeji wypuklych
flazr+- -+ anza) S f(z1)+ -+ anf(zn), (>0, i +---+g=1),
bedaca konsekwencja nieréwnoéci (13), dostajemy nastepujace uogélnienie
nieréwnosci (2) -
ﬂglagz '---'a,?;" < qia1 4+ -+ gnay, (ai > Osqi = 0: g1+ +qn = 1)
i, w szczegolnosel, nieréwnoéé o Srednich, arytmetycznej 1 geometrycznej, dla
n skladnikéw
ay+as+---+an
= g

(ayas ‘.‘.-an)l‘m <

W drugim z podanych dowoddéw nieréwnosei (1) korzystamy ze wzoru na
réwnanie stycznej do krzywej gladkiej, ktdre najlatwiej jest znalezé uzywajac

~ pojecia pochodnej funkcji, nalezacego do analizy matematycznej. Dla wielu

Czytelnikéw, by¢ moze, ten dowdd jest najbardziej naturalny.

Dowdd trzeci nieréwnoséci Younga prowadzi bezposrednio do innego waznego
uogdlnienia tej nieréwnosci. Jeéli zamiast funkcji y = zP~1, p > 1, wezmiemy
dowolna funkcje f : [0, 00) — [0, 00), ciagla, écisle monotoniczna i taka,

ze limy_. o f(t) = 0o i f(0) = 0, to dla z, y > 0 zachodzi nieréwnosé (znana takze
jako nieréwnoséé Younga)

z y
. f £(u) du +/ £ (v) dv,
0 0
przy czym réwnoéé ma miejsce wiedy i tylko wtedy, gdy y = f(x).

Uwagi:

(1) Znaczne poglebienie i rozszerzenie rozwazan zawartych w tym artykule
mozna znalez¢ w klasyczne) monografii : G.H. Hardy, J.E. Littlewood

i G. Pdlya, Inequalities, Cambridge, 1934.

(2) Bardzo ciekawym artykulem przedstawiajacym kryteria, ktérych spelnienia
mozna zada¢ od dowodéw matematycznych, jest ,,Bolzano’s Analytic
Programme”, autor: V.H. Parshall, Mathematical Intelligencer, vol. 14, no. 3,
1992, str. 45-53.
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