
Kacik olinlpijski (11) Dowody kombinatoryczne ,;

Czesto musimy udowodnic równosc, w której wystepuja tzw. symbole

Newtona G). Na przyklad

tk. (~) =n·2n-1.k=l

Jednym ze sposobów dowodzenia takich tozsamosci jest przeprowadzenie

tzw. dowodu kombinatorycznego. Polega on na tym, ze zliczamy na dwa sposoby

elementy jakiegos odpowiednio dobranego zbioru. Obie strony równosci wyrazaja

wlasnie te liczbe elementów, postac kazdej strony zalezy od sposobu zliczania.

Liczba elementów zbioru, oczywiscie, nie zalezy od sposobu zliczania, wiec mamy

równosc. Oto dowód kombinatoryczny powyzszej równosci.

Mamy n osób i chcemy sposród nich wybrac grupe co najmniej jednoosobowa,

która wyjedzie na wycieczke. Oczywiscie, musimy tez wybrac kierownika tej

grupy. Na ile sposobów mozna to zrobic? Mozemy najpierw zdecydowac, ile

osób chcemy wybrac. Przypuscmy, ze chcemy wybrac k osób; oczywiscie,

l ~k ~ n. Z definicji symbolu Newtona k osób sposród n osób mozemy wybrac

na (~) sposobów, kierownika grupy na k sposobów. Zatem k-osobowa grupe

z kierownikiem mozemy wybrac na k· G) sposobów. Teraz wystarczy dodac te '

liczby (dla k od l do n), by stwierdzic, ze lewa strona równosci wyraza wlasnie

te szukana liczbe sposobów. Prawa strone otrzymamy zliczajac te sposoby

wyboru w inny sposób. Najpierw mozemy wybrac kierownika grupy, oczywiscie,

na n sposobów. Potem mozemy do niego dobrac reszte grupy: dowolna liczbe

osób sposród pozostalych n - l osób. To mozemy zrobic na 2n-1 sposobów.

Razem na n . 2n-l sposobów. To konczy dowód równosci.

W powyzszym dowodzie indeks k wyrazal liczebnosc grupy osób, które

wybieramy. Czasami mozemy nadac indeksowi k inne znaczenie. Udowodnimy
równosc

n+l (k _ l) = (n + l) .L m m+1
k=m+l

Tym razem bedziemy wybierac m + l osób sposród n + l osób. Mozemy to

zrobic na (.';',~~) sposobów i to jest prawa strona wzoru. Aby otrzymac lewa
strone, nadajmy najpierw osobom numery od l do n + 1. Niech k bedzie

najwieksza liczba sposród numerów wybranych osób. Jesli chcemy wybrac m + l

osób tak, by najwyzszym numerem byla liczba k, to, oczywiscie, musimy wybrac

osobe o tym numerze, a pozostale osoby (bedzie ich m) musimy dobrac sposród

osób o numerach od l do k - 1. Mozemy to zrobic na (k~l) sposobów. Teraz

wystarczy tylko dodac te liczby (dla k od m + l do n + l, bo takie tylko moga

byc najwieksze numery tych wybranych m + l osób), by otrzymac lewa strone
równosci.

Gdy wybieramy m + l osób sposród n + l osób, to indeks k moze tez oznaczac

liczbe numerów mniejszych od najwiekszego wybranego numeru; wtedy latwo

otrzymamy równosc

t (~)= (:: ~) .k=m

Te równosc mozna tez otrzymac z poprzedniej przez zamiane wskaznika

sumowania. Nadajac indeksowi k inne znaczenia (np. moze to byc drugi od góry

numer), otrzymamy podobne tozsamosci. A teraz proponuje zadania:

1. (Zadanie z XLVI OM) Dane sa liczby naturalne n > m > 1. Ze zbioru

{l, 2, ... , n} losujemy bez zwracania m liczb. Obliczyc wartosc oczekiwana

róznicy miedzy najwieksza a naj mniejsza wylosowana liczba.

2. Udowodnic tozsamosc:

(n+1)2m + l oraz

16


