Kacik olimpijski (11)

Dowody kombinatoryczne ..

Czesto musimy udowodni¢ réwnosé, w ktére) wystepujg tzw. symbole
Newtona (}). Na przyklad
n
Yok (:) =n.2"1,
k=1

Jednym ze sposobéw dowodzenia takich tozsamosci jest przeprowadzenie

tzw. dowodu kombinatorycznego. Polega on na tym, ze zliczamy na dwa sposoby
elementy jakiego$ odpowiednio dobranego zbioru. Obie strony réwnosci wyrazaja
wlaénie te liczbe elementéw, postaé kazdej strony zalezy od sposobu zliczania.
Liczba elementéw zbioru, oczywiscie, nie zalezy od sposobu zliczania, wigc mamy
réwnosé. Oto dowod kombinatoryczny powyzsze) réownosci.

Mamy n oséb i chcemy sposréd nich wybraé grupe co najmniej jednoosobowa,
ktéra wyjedzie na wycieczke. Oczywiscie, musimy tez wybraé kierownika tej
grupy. Na ile sposobéw mozna to zrobié¢? Mozemy najpierw zdecydowaé, ile
0s6b chcemy wybraé. Przypusémy, ze chcemy wybraé k oséb; oczywiscie,

1 < k < n. Z definicji symbolu Newtona k 0séb spoéréd n oséb mozemy wybraé
na (}) sposobéw, kierownika grupy na k sposobéw. Zatem k-osobowa grupe

z kierownikiem mozemy wybraé na k - (;) sposob6w. Teraz wystarezy dodaé te
liczby (dla k od 1 do n), by stwierdzi¢, ze lewa strona réwnosci wyraza wlaénie
te szukana liczbe sposobéw. Prawa strone otrzymamy zliczajac te sposoby
wyboru w inny sposéb. Najpierw mozemy wybraé kierownika grupy, oczywiscie,
na n sposobéw. Potem mozemy do niego dobra¢ reszte grupy: dowolna liczbe
0séb spoéréd pozostatych n — 1 oséb. To mozemy zrobié na 2"~ ! sposobéw.
Razem na n - 2"~ sposobéw. To konczy dowdd réwnoéci.

W powyzszym dowodzie indeks k wyrazal liczebnoéé grupy oséb, ktore
wybieramy. Czasami mozemy nada¢ indeksowi k inne znaczenie. Udowodnimy

réwno$é
"E*l (k—l) = (n-f—l)
k=m+1 n ik 1
Tym razem b?dziemy wybiera¢ m + 1 oséb sposréd n + 1 oséb. Mozemy to
n+

zrobié na (m +1) sposobdw i to jest prawa strona wzoru. Aby otrzymaé lewa
strong, nadajmy najpierw osobom numery od 1 do n + 1. Niech k bedzie
najwieksza liczba spoéréd numeréw wybranych oséb. Jeéli chcemy wybraé m + 1
os6b tak, by najwyzszym numerem byla liczba k, to, oczywiscie, musimy wybraé
osobe o tym numerze, a pozostale osoby (bedzie ich m) musimy dobraé sposréd
0séb o numerach od 1 do k — 1. Mozemy to zrobi¢ na (') sposobéw. Teraz
wystarczy tylko dodaé te liczby (dla & od m + 1 do n + 1, bo takie tylko moga
byé najwieksze numery tych wybranych m + 1 oséb), by otrzymaé lewa strone
réwnoSci.

Gdy wybieramy m + 1 0s6b sposréd n + 1 oséb, to indeks k& moze tez oznaczaé
liczbe numeréw mniejszych od najwiekszego wybranego numeru; wtedy latwo

otrzymamy rownosé

i (k) _ (n +1 )

— \m m+ 1
Te réwnosé mozna tez otrzymaé z poprzedniej przez zamiane wskaznika
sumowania. Nadajac indeksowi k inne znaczenia (np. moze to byé drugi od géry
numer), otrzymamy podobne tozsamosci. A teraz proponuje zadania:

1. (Zadanie z XLVI OM) Dane sg liczby naturalne n > m > 1. Ze zbioru
{1,2,...,n} losujemy bez zwracania m liczb. Obliczyé wartoéé oczekiwana
réznicy miedzy najwieksza a najmniejsza wylosowana liczba.

2. Udowodnié tozsamosé:

n n
Z( —k)(k)=(ﬂ+1) o 2(21’1—&7)_2&::4“-
ey M m 2m+1 — n
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