Miedzy matematyka czysta

Jaki jest

1 stosowans e
1 stosowang mechanizm

Andrzej PELCZAR segregacji ziaren

Tresé bedzie przekorna w stosunku do tytulu. Uwazam bowiem, ze nie
mozna przeprowadzi¢ Zadnego rozsadnego rozgraniczenia migdzy :
tzw. matematyka czysta a stosowana. Przede wszystkim bardzo ryzykowne |
byloby kazde stwierdzenie o ,niestosowalnosci” jakiego$ wyniku czy
nawet teorii, ,niestosowalnoéci w ogdle”, nawet w takim przypadku,
gdy w tej chwili nie widaé zadnych zastosowai praktycznych (o takich
zastosowaniach myéli si¢ przeciez méwiac o ,matematyce stosowanej” }.
Historia zna przypadki bardzo dlugiego czekania na zastosowania.

Jako podrecznikowy i spektakularny przyklad przytacza sig teorig
krzywych drugiego stopnia (stozkowych) pochodzaca od Apoloniusza
(okolo 200 lat przed Chrystusem), ktéra w poczatkach wieku XVII, a wigc
po okolo 1800 latach, zastosowal Kepler poprawiajac teorie kopernikaiiska.
Znacznie blizszy przyklad mozna znaleZé w polskiej historii matematyki.
W latach trzydziestych dwaj matematycy — Stanistaw Krystyn Zaremba
w Krakowie i A. Marchaud w Paryzu zaproponowali pewne nogdlnienia
réwnan rézniczkowych (jeden nazwal je réwnaniami kontyngensowymi,
drugi paratyngensowymi). Opowiadal mi Profesor Wazewski o bardzo
wstrzemigzliwym (delikatnie méwiac) przyjeciu tych pomysléw przez
wickszoé¢é matematykéw w owym czasie; uwazano je za ,sztuczne” i bez

roznej wielkosci
w materialtach

sypkich?

Maria

MASSALSKA-ARODZ

Piasek intrygowal obserwatoréw przyrody
od bardzo dawna. Ponad trzysta lat

temu Robert Hooke analizujac prawo
Archimedesa dla cieczy zauwazyl,

Ze mozna je zastosowaé réwniez do piasknu,
.~ jedli tylko wprawimy naczynie z piaskiem
w drgania (patrz Mala Delta 10/1992).
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zadnych widokéw na jakiekolwiek rozsadne zastosowania. A byly to, Stwierdzil, ze w ukladzie drgajacych ziaren %
jak si¢ okazalo po mniej wiecej éwieréwieczu, poczatki teorii inkluzji ciala o wigkszym cigzarze wlasciwym
rézniczkowych 1 teorii optymalnego sterowania, majacych, oczywidcie, tona, lzejsze zas wydostaja sie na “?‘
teraz multum zastosowan. Pokazal to, w latach pieédziesiatych, whaénie powierzchnie¢ zupelnie tak, jak to sie dzieje ?{}
Tadeusz Wazewski. Inny przyklad to zastosowania w konstrukcjach w cieczach. Piasek postuzyl Hooke’owi ‘L‘
komputeréw beznawiasowej notacji Lukasiewicza, a wigc niezwykle do wysunigcia rewolucyjnej hipotezy, %

iz wszystkie substancje, bez wzgledun na
stan skupienia, skladaja si¢ z malych
drgajacych kulek. Poglad ten stanowi do
dzi§ podstawe kinetyczno-molekularnej
teorii budowy cial. Jednak, jak to czesto
bywa, prawda okazuje si¢ bardziej zlozona,
gdy przejdziemy do szczegéléw. Prawo
i Archimedesa opierajace si¢ na bilansie

. jedynie dwdch sil, tj. sily ciezkosci
i wyporu, nie wystarcza do opisu zjawiska,
ktére obserwowali Pafistwo zapewne sami
stwierdzajac, ze w czesto potrzasanym
wiaderku z piaskiem na powierzchnig
wydostaja sie stopniowo wszystkie wieksze
kamyczki i juz tam pozostaja pomimo
dalszych potrzasaii. A zatem w ukladach
nawet sypkich ciala o wiekszym ciezarze
wlasciwym nie tona, ale ,wyplywaja”
na powierzchnie, jesli tylko ich ziarna
sa wigksze od ziaren ukladu sypkiego,
w ktérym sa ,zanurzone”.

»abstrakcyjnego” pomyslu z logiki formalnej. Znane sa dobrze sytuacje
odwrotne. Rozwdj teorii nie nadazal za potrzebami fizyki czy techniki

i matematycy musieli czasem, ex post niejako, ,dorabiaé” podstawy do
czego$, co... funkcjonowalo nieformalnie. Tak bylo z teoria dystrybucji,
ktéra tworzono po tym, jak Dirac juz zdazyl posluzyé sie swymi
Hiunkcjami”.

Jest jeszcze inny argument za tym, by uznaé za praktycznie niemozliwe
rozgraniczenie matematyki ,czystej” i stosowanej”. Jesli przyjmiemy,

ze teoria réwnali rézniczkowych jest ,stosowalna”, to trudno bedzie
powiedzieé, ze nie sa stosowalne te czesci topologii ogélnej i algebraicznej |
lub analizy funkcjonalnej czy algebry liniowej, dzigki ktérym otrzymujemy
wazne i mocne twierdzenia o réwnaniach rézniczkowych (w tym

np. twierdzenia o stabilnosci majace bezpoérednie zastosowania
techniczne). Tak wiec okaze sig, ze bardzo ,abstrakcyjne” wyniki bardzo
yabstrakcyjnych” teorii maja zastosowania.

Y

A PR

To, co powiedziano wyzej, powinno stanowi¢ dostateczny argument na
1zecz takiego pogladu: nie powinno sie méwié¢ o matematyce ,czystej”

i ,stosowanej”, lecz o matematyce i o zastosowaniach matematyki.
No i trzeba zauwazyé, iz nie bedzie chyba zbyt ryzykowne stwierdzenie,
ze — po prostu — matematyka jest stosowalna, a na pewno bardzo
ryzykowne byloby orzekanie o niestosowalnoéci jakiej$ jej czesci. Do niedawna za przyczyne takiego
zachowania sie wiekszych ziaren uwazano
fakt, ze kazdy wstrzas popycha ziarna ku
gbrze, a pusta przestrzen pozostawiona
przez duze ziarno latwo wypelniaja
mniejsze ziarenka. Duze ziarno jest w ten
sposéb wynoszone coraz wyzej. Taki
mechanizm prowadzacy do segregacji

Mingly na szczeécie (sceptycy moga mieé watpliwodci. .. ) czasy, gdy
,nauki stosowane” uwazano za lepsze od tych innych, ,niestosowanych”.
Dlatego powyzszych uwag nie nalezy traktowaé jako obrony matematyki
przez ndowadnianie, Ze jest stosowana lub raczej stosowalna. Jestem

od takiego stanowiska bardzo daleki. Po prostu... nie podobaja mi sie
terminy czesto uzywane, a wymienione w tytule!



ziaren ze wzgledu na ich rozmiar,
niezaleznie od ciezaru wladciwego,
potwierdzily przeprowadzone nie tak
dawno eksperymenty komputerowe.
Znalezli sie jednak dociekliwi, ktérzy

z kolei postanowili zweryfikowaé rezultaty
modeli komputerowych w prawdziwym
eksperymencie z kolorowymi kulkami
szklanymi réznej wielkosci.
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Rys. 1

Na rysunku la przedstawiony jest
cylinder, ktéry poddawano regularnym
sinusoidalnym drganiom o amplitudzie
przyspieszenia réwnej 7g (g = 9,81 m/s?),
czyli wyraZnie wigkszej niz stosowana

w do$wiadczeniach z transmisja drgai
akustycznych (patrz Delta 6/1995).
Wypelniono go malymi przezroczystymi
kulkami o érednicy 0,2 cm, ktére
zaznaczono na rysunku kropkami.

Do cylindra wlozono dodatkowo kulke
znacznie wieksza — o $rednicy 1,9 cm

— umieszczajac wokél niej mate kulki,
takie jak te, ktére wypelnialy caly
cylinder, ale dla ulatwienia obserwacji
zabarwione na czarno (na rysunku sa

one kolorowe). Rysunek la przedstawia
poczatkowe ulozenie kulek w cylindrze.
Kolejne rysunki (1b i 1c) pokazuja, jak to
ulozenie zmienia sie w miare uplywu czasu, |
gdy cylinder byl poddawany regularnym |
wstrzasom. Autorzy doéwiadczenia,

James B. Knight, H.M. Jaeger oraz
Sidney Nagel [1], stwierdzaja wyraZnie,

ze w wyniku wstrzasan duze ziarno
podaza ku gérze wraz z otaczajacymi

je malymi ziarnami (zaznaczonymi na
rysunku 1 grubszymi kropkami) wbrew
powszechnemu oczekiwaniu, ze beda

one spada¢ w dél. Natomiast w dél
zmierzaja — ku zaskoczeniu obserwatoréw
— ziarna odlegle od ,olbrzyma”, polozone
w poblizu écian naczynia. Ponadto,

mozna zauwazy¢, ze gdy dojda one do
dna naczynia, wéwczas same zaczynaja
réwniez uczestniczyé w ruchu ku gérze,
ktéry to ruch trwa nieprzerwanie Srodkiem
naczynia. Gdy duze ziarno dotrze do
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W jednym z zadaii zamieszczonych w Delcie 2/1995 postawilem
nastgpujace pytanie: jaka jest wysoko§é wodospadu, jeéli stojac w jego
poblizu czujemy drgania gruntu o czestotliwodci f7 Rozwiazanie zadania
opieralo si¢ na zalozeniu, ze w spadajacej kolumnie wody powstaje fala
stojaca o wezle u podnéza i strzalce przy gérnej krawedzi wodospadu.
Wtedy wysokosé wodospadu jest réwna jednej czwartej dlugosci fali

diwiekowej, czyli
v

h=§,

gdzie v jest predkoscia diwieku w wodzie. Powyzszy wzdr nie jest Scisly:
postugujac sie nim zakladamy, ze woda spada pionowo, a krawed?
przelewu jest ostra, co nie zawsze jest prawda.

W naturalny sposéb moze pojawié

sie nastepujace pytanie: czy jest tak
rzeczywiscie, czy tez jest to problem
wydumany? Odpowied? na nie przynosza
dane doéwiadczalne. Pod koniec lat
sze$édziesiatych John S. Rinehart

z Boulder w stanie Colorado (USA)
zbadal dokladnie drgania gruntu

w poblizu dziewieciu wodospaddéw

(o wysokosci od 5 m do 93 m) Islandii,
Alaski i kontynentalnej czesci USA.
Okazuje sie, ze widmo drgan powierzchni
Ziemi charakteryzuje sie istnieniem

silnie dominujacej czestotliwoéci oraz
nieregularnego tla, jesli tylko spadek
wody nie jest zbyt zaklécony, na przyklad
przez wystepy skalne. Silne tlo istnieje

w przypadku szerokich wodospadéw,
takich jak Niagara, ale nadal towarzyszy
mu dominujaca czestotliwosé. Jesli
wodospad ma kilka kaskad, obserwuje
si¢ kilka dominujacych czestotliwosci
odpowiadajacych kazdej z nich.
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Rys. 1. Widmo drgai gruntu
wywolanych przez wodospad
Gullfoss. Wykresy pochodza
z artykulu Johna Rineharta
+Waterfall-Generated Earth
Vibrations”, Science, vol. 164
(1969).
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Rys. 2. Dominujaca czg¢stotliwosé drgani gruntu w zaleznoéci od odwrotnosci wysokosci

wodospadu.



Przykladem moze byé szeroki dwuczesciowy islandzki Gullfoss (widmo

jego drgan przedstawia rys. 1), charakteryzujacy sie dwiema dominujacymi

czestotliwo$ciami: 6 Hz 1 40 Hz, odpowiadajacymi dwu kaskadom

o wysokoéciach 27 m i 7,5 m. Pierwsza z tych czestotliwosci nalezy

do kategorii infradZwigkéw, druga miesci sie¢ w zakresie akustycznym.
Rysunek 2 przedstawia dane dotyczace szczegélowo zbadanych przez
Rineharta wodospadéw, a dokladniej, zaleznoéé czestotliwodci drgani od
odwrotnosci wysokoéci wodospadu.

Zaleznos¢ te w zadowalajacym przyblizeniu mozna okreslié jako liniowa.
Nachylenie prostej z rysunku 2 jest réwne 250 m/s, czyli okolo jednej

czwartej predkosci diwicku w wodzie. Najwieksze odstepstwa od liniowoéci

obserwuje si¢ dla niskich wodospadéw, co prawdopodobnie bierze sie stad,
ze W rzeczywistosci strzaltka powstaje ponizej gérnej krawedzi wodospadu,
a zatem wzgledny blad jest tym mniejszy, im wyzszy jest wodospad.

W przypadku wodospadu Gullfoss latwo mozna sprawdzié, ze jest akurat

odwrotnie; zgodnodé z doéwiadczeniem jest dobra dla nizszej kaskady, dla
wyzszej blad wynosi okolo 50%. ..

Nieregularne tlo szuméw czesciowo jest zjawiskiem zewnetrznym,
czgéciowo zas takze efektem dzialania wodospadu. Na rysunku 1 widaé,
ze jest ono podwyzszone w obszarze niskich czestotliwosci; jest to
charakterystyczne szczegélnie dla wysokich wodospadéw. Przyczyny tego
zjawiska nalezy upatrywaé w fakcie, ze spadek wody jest przeplywem

turbulentnym; strumien rozpada si¢ na liczne wiry, ktérych rozmiary rosna
podczas spadania. Efektem turbulencji sa do$é nieregularne silne uderzenia

duzych mas wody o podstawe wodospadu, generujace drgania o niskich
czestotliwosciach.

i Zadania

Redaguje Krzysztof OLESZKIEWICZ

M 744. Podzieli¢ kolo na trzy czesci o réwnych polach, z ktérych kazda
ma taki sam obwéd, jak cale kolo.
Rozwigzanie na str. 7

M 745. Stosujac nieréwno$é¢ Younga (patrz artykul Grzegorza
Lukaszewicza ,Wokél nieréwnosci Younga” na str. 4) udowodnié, ze dla
wszystkich =,y > 0 oraz dowolnej liczby naturalnej k& mamy

(2 +9)F <2744
Rozwiazanie na str. 7

M 746. Niech z; = 1995'%%*. Dla n > 2 definiujemy =, = S(zn_;),
gdzie S(m) oznacza sume wszystkich cyfr liczby naturalnej m (zapisanej
w ukladzie dziesiatkowym). Obliczyé zs.

Rozwiazanie na str. 6

Redaguje Adam KOROCINSKI

F 409. Oszacowa¢ liczbe czasteczek w atmosferze Ziemi. Dany jest
promieii Ziemi R = 6400 km, masa molowa powietrza g = 0,029 kg/mol
1 ciénienie atmosferyczne na poziomie morza po = 1 atm.

Rozwiazanie na str. 6

F 410. Do naczynia nalano pewna iloéé czterochlorku wegla CCly,

a nast¢pnie warstwe wody tak, by nie zmieszaé obu substancji. Przy
normalnym ciénieniu atmosferycznym woda wrze w temperaturze 100°C,
a czterochlorek wegla w temperaturze 76,7°C. W trakcie powolnego
ogrzewania naczynia na granicy rozdzialu cieczy wrzenie rozpoczyna sie
w temperaturze 65,5°C. Wyjasni¢, dlaczego.

Rozwiazanie na str. 6
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powierzchni, juz tam pozostaje, bo nie
moze sie wlaczyé w waski strumien, jaki
przy $cianie naczynia tworza male ziarna
przemieszczajace sie ku dolowi. Jesh
natomiast do powierzchni dotra male
ziarna, to nic nie stoi na przeszkodzie,

by kontynuowaly ruch ku écianie naczynia,
a nastepnie wzdluz Scian w kierunku

dna. Okazuje sie, ze w wibrujacym
. 7z odpowiednia amplituda cylindrze ruch

konwekcyjny ziaren odbywa sie regularnie
Srodkiem naczynia, jak w fontannie,

i bokami naczynia w ddl, nawet wéwczas,
gdy wszystkie ziarna maja jednakowa
wielkos¢. Wigksze ziarna sa jedynie
porywane przez strumieri malych ziaren
wedrujacych ku gérze!

Co bylo przyczyna, ze modele
komputerowe potwierdzaly wezeéniejsza
interpretacje zjawiska segregacji ziaren?
Aby to rozstrzygnaé, powtérzono
poprzednie do$wiadczenie, ale dla cylindra
o wypolerowanych $ciankach. Okazalo
sig, ze wéwczas ruch konwekcyjny jest
wyraznie utrudniony. Konwekcja moze
zachodzi¢ dzigki oddzialywaniom kulek
(ziaren) ze §ciankami naczynia, a wiec
dzigki silom tarcia. Tego oddzialywania
nie uwzglednialy modele komputerowe!
Segregacja byla w nich wynikiem zderzefi
sasiadujacych ze soba kulek o réznych
rozmiarach.

Po stwierdzeniu faktu, Ze segregacja ziaren
Jjest nastgpstwem ruchu konwekcyjnego,
ciekawa wydala sie analiza samego
zjawiska konwekcji. Powtérzono zatem
doswiadczenie zmieniajac kazdorazowo
rozmiary wigkszych kulek. Poréwnanie
przebiegu ruchu konwekcyjnego
przedstawia rysunek 2.
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Rys. 2

Funkcja A(t), czyli odlegloséé A

duzego ziarna od powierzchni naczynia

w zaleznosci od czasu, jest identyczna dla
réznych rozmiaréw ziaren az do momentu,
gdy osiagna one powierzchnie naczynia.
Potem ziarna o rozmiarach 1,9 cm
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oraz 0,6 cm (ktérych ruch pokazuja
odpowiednio kétka i krzysyki) juz tam

_ pozostaja, a male ziarna (dla ktérych A(t)
oznaczono kwadracikami) podazaja coraz
wolniej w dél. Rysunek pokazuje ciekawy

- fakt: Otéz zaleznodé A(t) jest wyraZnie
nieliniowa. Inacze] mozna powiedziec,
ze predkos¢ dA(t)/dt przemieszczania
si¢ duzego ziarna nie zalezy od stosunku
promieni ziaren duzych i malych,
natomiast roénie wraz ze zmniejszaniem
sie odleglosci duzego ziarna od gérnej
powierzchni. Im wiecksza amplituda drgai,
tym bardziej stroma jest zalezno$¢ A(2),
czyli tym szybciej narasta tempo zbhzama
si¢ ziarna do powierzchni naczynia.
Natomiast istnieje pewna krytyczna
amplituda potrzasania cylindrem, ponizej
ktdrej konwekcja przestaje zachodzié.
Nie mozemy tez wywolaé¢ ruchéw
konwekcyjnych dla upakowania ziaren
wigkszego niz pewne upakowanie krytyczne
(np. gdy ubity piasek zamkniemy ciasno
w naczynju). MoZna réwniez zauwazyc,
ze gdy' wypdler_u_jemj._jedynie jedna
écianke naczynia, wéwczas wzory, jakie
W naczyniu tworza poruszajace si¢
zmma, przestana by¢ symetryczne, jak
to pokazuje rysunek 3a. Zaleinosé ruchu :
konwekcyjnego od oddzmlywan ziaren ze

_ Sciankami potwierdza inna obserwacja. =
Kiernnek przcmieszéza.ni’a sie wickszego
ziarna mozna zmieni¢, gdy doswiadczenie -
przeprowadzimy w naczyniu zwezajacym
sig ku dolowi. Przy takiej geometrii
wicksze ziarna beda na stale uwiezione na
dnie naczynia (rys. 3b).

Rys. 3

Sprébujcie Paiistwo zbadaé, jak ruch
konwekcyjny zalezy od nachylenia scian
potrzasanego cylindra. Pytanie, pray
jakim nachyleniu §cian naczynia ruch
konwekcyjny ustanie, nadal czeka na
odpowied#! '

[1] James B. Knight, H.M. Jaeger i Sidney
R. Nagel, Physical Review Letters, T0, 3728
(1993).

Wokél nieréwnosci Younga
Grzegorz LUKASZEWICZ

W miesieczniku Delta co pewien czas pojawiaja sie artykuty
o waznych nierownosciach i ich dowodach. Niniejszy artykut
nawiazuje do tej tematyki.

Bedziemy rozwazaé pewna nieréwnosé, zwana nieréwnoscia
Younga, i jej naturalne otoczenie, czyli kilka innych waznych
nieréwnosci bedacych bardzo bliskimi jej konsekwencjami.

Przedstawiamy

Nieréwnosé Younga
Jesli z iy sq dowoln‘ymz liczbami meujemnyms a liczby dodatmc P, q
spetniajq warunek 1 > +; =4, e

1 1
1 : zy < —af + —y?
1) s+ 2,
przy czym réwnosé zachodzi witedy i tylko wtedy, gdy y = xP~1.

Zanim udowodnimy nieréwnoé¢ Younga, rozejrzyjmy sie nieco
wokdl niej. Zauwazmy przede wszystk1m ze mozna ja zaplsa,c takze
w postam
(2) aft -
gdzie ay,as > 0, q1,92 > 0,/q1 + q2 = 1 (réwnosé¢ zachodzi wtedy
i tylko wtedy, gdy ay = a3).' Nieréwnosé (2) powinna si¢ wydaé bliska
Czytelnikom Delty, ktadac bowiem ¢, = q3 = , destajemy debrze
znana nierownosé dla éredniej arytmetycznej i geometrycznej
dla dwoch skladnikéw: : :

ay + ag

@) - A 5

Szczegolnym przypadkiem nieréwnosci Younga jest bardzo czesto
uzywana, elementarna nieréwnosé

a“<q1-a]+q-rag,

cag)t? <

1
4 . s
(4) YL

bedaca takze przypadkiem szczegdlnym nieréwnoéei
Cauchy’ego—Schwarza

i e 1/2 = 1/2
t=1 i=1 i=1

Ostatnia nierownos$¢ wyraza fakt, ze iloczyn skalarny wektoréw

a=(ay,...,an)1b=(by,...,bn) W n-wymiarowej przestrzeni

euklidesowej jest nie wiekszy niz iloezyn dlugosei tych wektoréw

(jest mniejszy, jedli wektory te nie sa réwnolegle). Uogdlnieniem

nieréwnosci Cauchy’ego-Schwarza jest bardzo wazna nieréwnoéé

Holdera
= 1/p - 1/q
We=1

(6)
i=1 i=1

prawdziwa dla a; > 0, 6; >0,i=1,..
7e %+%:1.

1
2,1 2
£+2yl

[

.,nidla takich p,¢ > 0,

7 nieréwnosci Holdera wynika tatwo podstawowa nieréwnodé
Minkowskiego

n 1/p n 1/p n 1/p
(7) (Z(ag +b§)P) < (Z af) +(Z bf) :

=1



