
Miedzy matematyka czysta
i stosowana

Jaki jest
nlechaniznl

sypkich?
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Piasek intrygowal obserwatorów przyrody
od bardzo dawna. Ponad trzysta lat
temu Robert Hooke analizujac prawo
Archimedesa dla cieczy zauwazyl,
ze mozna je zastosowac równiez do piasku,

jesli tylko wprawimy naczynie z piaskiem
w drgania (patrz Mala Delta 10/1992).

Stwierdzil, ze w ukladzie drgajacych ziaren
ciala o wiekszym ciezarze wlasciwym
tona, lzejsze zas wydostaja sie na
powierzchnie zupelnie tak, jak to sie dzieje
w cieczach. Piasek posluzyl Hooke'owi
do wysuniecia rewolucyjnej hipotezy,
iz wszystkie substancje, bez wzgledu na
stan skupienia, skladaja sie z malycn
drgajacych kulek. Poglad ten stanowi do
dzis podstawe kinetyczno-molekularnej
teorii budowy cial. Jednak, jak to czesto
bywa, prawda okazuje sie bardziej zlozona,
gdy przejdziemy do szczególów. Prawo
Archimedesa opierajace sie na bilansie
jedynie dwóch sil, tj. sily ciezkosci
i wyporu, nie wystarcza do opisu zjawiska,
które obserwowali Panstwo zapewne sami
stwierdzajac, ze w czesto potrzasanym
wiaderku z piaskiem na powierzchnie
wydostaja sie stopniowo wszystkie wieksze
kamyczki i juz tam pozostaja pomimo
dalszych potrzasan. A zatem w ukladach
nawet sypkich ciala o wiekszym ciezarze
wlasciwym nie tona, ale "wyplywaja"
na powierzchnie, jesli tylko ich ziarna
sa wieksze od ziaren ukladu sypkiego,
w którym sa "zanurzone".

Do niedawna za przyczyne takiego
zachowania sie wiekszych ziaren uwazano
fakt, ze kazdy wstrzas popycha ziarna ku
górze, a pusta przestrzen pozostawiona'
przez duze ziarno latwo wypelniaja
mniejsze ziarenka. Duze ziarno jest w ten
sposób wynoszone coraz wyzej. Taki
mechanizm prowadzacy do segregacji
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Jest jeszcze inny argument za tym, by uznac za praktycznie niemozliwe
rozgraniczenie matematyki "czystej" i stosowanej". Jesli przyjmiemy,
ze teoria równan rózniczkowych jest "stosowalna", to trudno bedzie
powiedziec, ze nie sa stosowalne te czesci topologii ogólnej i algebraicznej
lub analizy funkcjonalnej czy algebry liniowej, dzieki którym otrzymujemy
wazne i mocne twierdzenia o równaniach rózniczkowych (w tym
np. twierdzenia o stabilnosci majace bezposrednie zastosowania

techniczne). Tak wiec okaze sie, ze bardzo "abstrakcyjne" wyniki bardzo
"abstrakcyjnych" teorii maja zastosowania.

Andrzej PELCZAR

To, co powiedziano wyzej, powinno stanowic dostateczny argument na
rzecz takiego pogladu: nie powinno sie mówic o matematyce "czystej"
i "stosowanej", lecz o matematyce i o zastosowaniach matematyki.
No i trzeba zauwazyc, iz nie bedzie chyba zbyt ryzykowne stwierdzenie,
ze -,-po prostu - matematyka jest stosowalna, a na pewno bardzo
ryzykowne byloby orzekanie o niestosowalnosci jakiejs jej czesci.

Minely na szczescie (sceptycy moga miec watpliwosci ... ) czasy, gdy
"nauki stosowane" uwazano za lepsze od tych innych, "niestosowanych" .
Dlatego powyzszych uwag nie nalezy traktowac jako obrony matematyki
przez udowadnianie, ze jest stosowana lub raczej stosowalna. Jestem
od takiego stanowiska bardzo daleki. Po prostu ... nie podobaja mi sie
terminy czesto uzywane, a wymienione w tytule!

Tresc bedzie przekorna w stosunku do tytulu. Uwazam bowiem, ze nie
mozna przeprowadzic zadnego rozsadnego rozgraniczenia miedzy
tzw. matematyka czysta a stosowana. Przede wszystkim bardzo ryzykowne
byloby kazde stwierdzenie o "niestosowalnosci" jakiegos wyniku czy
nawet teorii, "niestosowalnosci w ogóle", nawet w takim przypadku,
gdy w tej chwili nie widac zadnych zastosowan praktycznych (o takich
zastosowaniach mysli sie przeciez mówiac o "matematyce stosowanej").
Historia zna przypadki bardzo dlugiego czekania na zastosowania.
Jako podrecznikowy i spektakularny przyklad przytacza sie teorie
krzywych drugiego stopnia (stozkowych) pochodzaca od Apoloniusza
(okolo 200 lat przed Chrystusem), która w poczatkach wieku XVII, a wiec
po okolo 1800 latach, zastosowal Kepler poprawiajac teorie kopernikanska.
Znacznie blizszy przyklad mozna znalezc w polskiej historii matematyki.
W latach trzydziestych dwaj matematycy - Stanislaw Krystyn Zaremba
w Krakowie i A. Marchaud w Paryzu zaproponowali pewne uogólnienia

równan rózniczkowych (jeden nazwal je równaniami kontyngensowymi,
drugi paratyngensowymi). Opowiadal mi Profesor Wazewski o bardzo
wstrzemiezliwym (delikatnie mówiac) przyjeciu tych pomyslów przez
wiekszosc matematyków w owym czasie; uwazano je za "sztuczne" i bez
zadnych widoków na jakiekolwiek rozsadne zastosowania. A byly to,
jak sie okazalo po mniej wiecej cwiercwieczu, poczatki teorii inkluzji
rózniczkowych i teorii optymalnego sterowania, majacych, oczywiscie,
teraz multum zastosowan. Pokazal to, w latach piecdziesiatych, wlasnie
Tadeusz Wazewski. Inny przyklad to zastosowania w konstrukcjach
komputerów beznawiasowej notacji Lukasiewicza, a wiec niezwykle
"abstrakcyjnego" pomyslu z logiki formalnej. Znane sa dobrze sytuacje
odwrotne. Rozwój teorii nie nadazal za potrzebami fizyki czy techniki
i matematycy musieli czasem, ex post niejako, "dorabiac" podstawy do
czegos, co... funkcjonowalo nieformalnie. Tak bylo z teoria dystrybucji,
która tworzono po tym, jak Dirac juz zdazyl posluzyc sie swymi
"funkcjami" .
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Rys. 1. Widmo drgan gruntu
wywolanych przez wodospad
Gullfoss. Wykresy pochodza
z artykulu Johna Rinehal"ta
"Waterfall-Generated Earth
Vibrations". Science, vol. 164
(1969).
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Rys. 2. Dominujaca czestotliwosc drgan gruntu w zaleznosci od odwrotnosci wysokosci
wodospadu.

Ih'gania powierzchni Ziemi

wywolane przez wodospad)

v
h=-,

4f

gdzie v jest predkoscia dzwieku w wodzie. Powyzszy wzór nie jest scisly:
poslugujac sie nim zakladamy, ze woda spada pionowo, a krawedz
przelewu jest ostra, co nie zawsze jest prawda.

W naturalny sposób moze pojawic
sie nastepujace pytanie: czy jest tak
rzeczywiscie, czy tez jest to problem
wydumany? Odpowiedz na nie przynosza
dane doswiadczalne. Pod koniec lat

szescdziesiatych John S. Rinehart
z Boulder w stanie Colorado (USA)
zbadal dokladnie drgania gruntu
w poblizu dziewieciu wodospadów
(o wysokosci od 5 m do 93 m) Islandii,
Alaski i kontynentalnej czesci USA.
Okazuje sie, ze widmo drgan powierzchni
Ziemi charakteryzuje sie istnieniem
silnie dominujacej czestotliwosci oraz
nieregularnego tla, jesli tylko spadek
wody nie jest zbyt zaklócony, na przyklad
przez wystepy skalne. Silne tlo istnieje
w przypadku szerokich wodospadów,
takich jak Niagara, ale nadal towarzyszy
mu dominujaca czestotliwosc. Jesli
wodospad ma kilka kaskad, obserwuje
sie kilka dominujacych czestotliwosci
odpowiadajacych kazdej z nich.

W jednym z zadan zamieszczonych w Delcie 2/1995 postawilem
nastepujace pytanie: jaka jest wysokosc wodospadu, jesli stojac w jego
poblizu czujemy drgania gruntu o czestotliwosci f? Rozwiazanie zadania
opieralo sie na zalozeniu, ze w spadajacej kolumnie wody powstaje fala
stojaca o wezle u podnóza i strzalce przy górnej krawedzi wodospadu.
Wtedy wysokosc wodospadu jest równa jednej czwartej dlugosci fali
dzwiekowej, czyli
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Rys. 1

Na rysunku la przedstawiony jest
cylinder, który poddawano regularnym
sinusoidalnym drganiom o amplitudzie
przyspieszenia równej 7g (g = 9,81 m/s2),
czyli wyraznie wiekszej niz stosowana
w doswiadczeniach z transmisja drgan
akustycznych (patrz Delta 6/1995).

Wypelniono go malymi przezroczystymi
kulkami o srednicy 0,2 cm, które
zaznaczono na rysunku kropkami.
Do cylindra wlozono dodatkowo kulke
znacznie wieksza - o srednicy 1,9 cm
- umieszczajac wokól niej male kulki,
takie jak te, które wypelnialy caly
cylinder, ale dla ulatwienia obserwacji

zabarwione na czarno (na rysunku sa
one kolorowe). Rysunek la przedstawia
poczatkowe ulozenie kulek w cylindrze.

Kolejne rysunki (lb i 1c) pokazuja, jak to
ulozenie zmienia sie w miare uplywu czasu,
gdy cylinder byl poddawany regularnym
wstrzasom. Autorzy doswiadczenia,
James B. Knight, H.M. Jaeger oraz
Sidney Nagel [l], stwierdzaja wyraznie,
ze w wyniku wstrzasan duze ziarno
podaza ku górze wraz z otaczajacymi
je malymi ziarnami (zaznaczonymi na
rysunku l grubszymi kropkami) wbrew
powszechnemu oczekiwaniu, ze beda
one spadac w dól. Nato miast w dól
zmierzaja - ku zaskoczeniu obserwatorów
- ziarna odlegle od "olbrzyma", polozone
w poblizu scian naczynia. Ponadto,
mozna zauwazyc, ze gdy dojda one do
dna naczynia, wówczas same zaczynaja
równiez uczestniczyc w ruchu ku górze,
który to ruch trwa nieprzerwanie srodkiem
naczynia. Gdy duze ziarno dotrze do

ziaren ze wzgledu na ich rozmiar,
niezaleznie od ciezaru wlasciwego,
potwierdzily przeprowadzone nie tak
dawno eksperymenty komputerowe.
Znalezli sie jednak dociekliwi, którzy
z kolei postanowili zweryfikowac rezultaty
modeli komputerowych w prawdziwym
eksperymencie z kolorowymi kulkami
szklanymi róznej wielkosci.
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Przykladem moze byc szeroki dwuczesciowy islandzki Gullfoss (widmo
jego drgan przedstawia rys. 1), charakteryzujacy sie dwiema dominujacymi
czestotliwosciami: 6 Hz i 40 Hz, odpowiadajacymi dwu kaskadom
o wysokosciach 27 m i 7,5 m. Pierwsza z tych czestotliwosci nalezy
do kategorii infradzwieków, druga miesci sie w zakresie akustycznym.
Rysunek 2 przedstawia dane dotyczace szczególowo zbadanych przez
Rineharta wodospadów, a dokladniej, zaleznosc czestotliwosci drgan od
odwrotnosci wysokosci wodospadu.

Zaleznosc te w zadowalajacym przyblizeniu mozna okreslic jako liniowa.
Nachylenie prostej z rysunku 2 jest równe 250 m/s, czyli okolo jednej
czwartej predkosci dzwieku w wodzie. Najwieksze odstepstwa od liniowosci
obserwuje sie dla niskich wodospadów, co prawdopodobnie bierze sie stad,
ze w rzeczywistosci strzalka powstaje ponizej górnej krawedzi wodospadu,
a zatem wzgledny blad jest tym mniejszy, im wyzszy jest wodospad.
W przypadku wodospadu Gullfoss latwo mozna sprawdzic, ze jest akurat
odwrotnie; zgodnosc z doswiadczeniem jest dobra dla nizszej kaskady, dla
wyzszej blad wynosi okolo 50%...

Nieregularne tlo szumów czesciowo jest zjawiskiem zewnetrznym,
czesciowo zas takze efektem dzialania wodospadu. Na rysunku 1 widac,
ze jest ono podwyzszone w obszarze niskich czestotliwosci; jest to
charakterystyczne szczególnie dla wysokich wodospadów. Przyczyny tego
zjawiska nalezy upatrywac w fakcie, ze spadek wody jest przeplywem
turbulentnym; strumien rozpada sie na liczne wiry, których rozmiary rosna
podczas spadania. Efektem turbulencji sa dosc nieregularne silne uderzenia
duzych mas wody o podstawe wodospadu, generujace drgania o niskich
czestotliwosciach.

Krzysztof REJMER

_ Zadania

powierzchni, juz tam pozostaje, bo nie

moze sie wlaczyc w waski strumien, jaki •
przy scianie naczynia tworza male ziarna
przemieszczajace sie ku dolowi. Jesli
natomiast do powierzchni dotra male
ziarna, to nic nie stoi na przeszkodzie,
by kontynuowaly ruch ku scianie naczynia,
a nastepnie wzdluz scian w kierunku
dna. Okazuje sie, ze w wibrujacym
z odpowiednia amplituda cylindrze ruch

konwekcyjny ziaren odbywa sie regularnie
srodkiem naczynia, jak w fontannie,
i bokami naczynia w dól, nawet wówczas,
gdy wszystkie ziarna maja jednakowa
wielkosc. Wieksze ziarna sa jedynie
porywane przez strumien malych ziaren
wedrujacych ku górze!

Co bylo przyczyna, ze modele

komputerowe potwierdzaly wczesniejsza
interpretacje zjawiska segregacji ziaren?
Aby to rozstrzygnac, powtórzono
poprzednie doswiadczenie, ale dla cylindra
o wypolerowanych sciankach. Okazalo

sie, ze wówczas ruch konwekcyjny jest
wyraznie utrudniony. Konwekcja moze

zachodzic dzieki oddzialy~aniom kulek
(ziaren) ze sciankami naczynia, a wiec
dzieki silom tarcia. Tego oddzialywania
nie uwzglednialy modele komputerowe!
Segregacja byla w nich wynikiem zderzen
sasiadujacych ze soba kulek o róznych
rozmiarach.

Po stwierdzeniu faktu, ze segregacja ziaren
jest nastepstwem ruchu konwekcyjnego,
ciekawa wydala sie analiza samego
zjawiska konwekcji. Powtórzono zatem
doswiadczenie zmieniajac kazdorazowo
rozmiary wiekszych kulek. Porównanie
przebiegu ruchu konwekcyjnego
przedstawia rysunek 2.
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Redag1lje Krzysztof OLESZKIEWICZ

M 744. Podzielic kolo na trzy czesci o równych polach, z których kazda
ma taki sam obwód, jak cale kolo.
Rozwiazanie na str. 7

M 745. Stosujac nierównosc Younga (patrz artykul Grzegorza
Lukaszewicza "Wokól nierównosci Younga" na str. 4) udowodnic, ze dla
wszystkich x, y 2 O oraz dowolnej liczby naturalnej k mamy

(x + y)k :::; 2k-1(xk + yk).

Rozwiazanie na str. 7

M 746. Niech Xl = 19951995. Dla n 2 2 definiujemy Xn = S(Xn-1),

gdzie S(m) oznacza sume wszystkich cyfr liczby naturalnej m (zapisanej
w ukladzie dziesiatkowym). Obliczyc X5.

Rozwiazanie na str. 6

Redaguje Adam KOROCINSKI

F 409. Oszacowac liczbe czasteczek w atmosferze Ziemi. Dany jest
promien Ziemi R = 6400 km, masa molowa powietrza /-l = 0,029 kg/mol
i cisnienie atmosferyczne na poziomie morza po = 1 atm.
Rozwiazanie na str. 6
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F 410. Do naczynia nalano pewna ilosc czterochlorku wegla CCI4,

a nastepnie warstwe wody tak, by nie zmieszac obu substancji. Przy
normalnym cisnieniu atmosferycznym woda wrze w temperaturze 100°C,
a czterochlorek wegla w temperaturze 76,7°C. W trakcie powolnego
ogrzewania naczynia na granicy rozdzialu cieczy wrzenie rozpoczyna sie
w temperaturze 65,5°C. Wyjasnic, dlaczego.
Rozwiazanie na str. 6
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Funkcja .6.(t), czyli odleglosc .6.

duzego ziarna od powierzchni naczynia
w zaleznosci od czasu, jest identyczna dla
róznych rozmiarów ziaren az do momentu,
gdy osiagna one powierzchnie naczynia.
Potem ziarna o rozmiarach 1,9 cm



oraz 0,6 cm (których ruch pokazuja
odpowiednio kólka i krzyzyki) juz 'tam
pozostaja, a male ziarna (dla których ll.{O

oznaczono kwadracikami) podazaja coraz
wolniej w dól. Rysunek pokazuje ciekawy
fakt: Otóz zaleznosc ll.(t) jest wyraznie
nieliniowa. Inaczej mozna powiedziec,
ze pred'kosc dll.(t)/dt przemieszczania ,
sie duzego ziarna nie zalezy od 'stosunku
promieni ziaren duzych imalych,
natomiast rosnie wraz ze zmniejszaniem
sie odleglosci duzego ziarna od górnej
powierzchni. Im wieksza' amplituda .drgan,

tym bard,z;iej stroma jest zaleznosc. ll.(t),
czyli tym szybciej narasta tempo zblizania
sie ziarna do powierzchni naczynia.
Nato miast istnieje pewna krytyczna
amplituda potrzas'ania cylindrem, ponizej
której konwekcja przestaje zachodziC:
Nie mozemy tez wywolac ruchów
konwekcyjnych dla upakowania ziaJ;en
wiekszego niz pewne upakowanie krytyczne
(hp. gdy ul,>itypiasek zamkJ;liemy ciasno
w naczyniu). Mdzna~lió.wniez zauwazyc,
ze gdy' wypolerujemy jedynie jedna
scianke naczynia, wów,czas wzory,' jakie

w·naczyniu tworza. ,poruszaj ace sie
z{arna,przestana byc symehy<czne, jak
to pqkazuje rysunek. Sa. Zaleznosc ruchu

k9nwekcyjnego od oddzialywan ziaren ze
sCiankami potwierdza inna obserwacja.
Kierunek przemieszczania sie wiekszego
ziarna mozna zmienic, gdy doswiadczenie
przeprowadzimy w naczyniu zwezajacym

sie ku dolowi. Pr~y takiej geometrii
wieksze ziarna beda na stale uwiezione na

dnie naczynia (rys. 3b).

(5)

(4)

Szczególnym przypadkiem nierównosci Younga jest bardzo czesto
uzywana, elementarna nierównosc

1 . 1
xy < -x2 + _y2- 2 2'

bedaca takze przypadkiem szczególnym nierównosci
Cauchy'ego-Schwarza

n (n) 1/2 (n ) 1/2Lai' bi:::;'L a; .' L b;
,=1 ,=1 ,=1

Grzegorz LUKASZEWICZ

Ostatnia nierównosc wyraza fakt, .ze iloczyn skalarny wektorów
a = (al, ... , an) i b = (bl, ... , bn)· w n-wymiarowej przestrzeni
euklidesowej jest nie wiekszy niz iloczyn dlugosci tych wektorów
(jest mniejszy, jesli wektory te nie sa równolegle).' Uogólnieniem
nierównosci Cauchy'ego-Schwarza jest bardzo wazna nierównosc
Holdera

Wokól nierównosci Yotinga

W miesieczniku Delta co pewien czas pojawiaja sie artykuly
o waznych nierównosciach i ich dowodach. Niniejszy artykul
nawiazuje do tej tematyki.

Bedziemy rozwazac pewna nierównosc, zwana nierównoscia
Younga, i jej naturalne otoczenie, czyli kilka innych waznych
nierównosci bedacych bardzo bliskimi jej konsekwencjami.

Przedstawiamy

Nierównosc Younga
Jesli x i y sa dowolnymi liczbami nieujemnymi, a liczby dodatnie p, q

spelniaja warunek 1. + 1. = l, to
p q

1 1
(l) xy:::;' -xl' + -yq ,

p q

przy czym równosc zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy y= Xp~l.

.Zanim udowodnimy nierównosc Younga, rozejrz:yjmy sie nieco
wokól niej. Zauwazmy przede wszystkim, ze mozna ja zaplsac takze
w posta,ci .'

(2) ai' . a~2 :::; ql . al + a2 . a2 ,

gdzie al , a2 2: O', ql, q2 > O,'ql + q2 = 1 (równosc zachodzi wtedy
i tylko wtedy, gdy al =a2).' Nierównosc (2) powinna sie wydac bliska
Czytelnikom Delty, kladac bow.iem q1 == q2= l, dostajeiny dobrze
znana nierównosc dla sredniej arytmetyczn~j i geometrycznej
dla dWÓ911skladników:

(3) (al' a2)1/2 :::; al; a2

bal

(n) l/p ,( n ) l/p
Laf + Lbf
i=l i=l

(',n ) l/p (n ) l/q
Laf . Lbf
i=l i=l'

Lai ·bi:::;
i=l

n

(7)

(6)

prawdziwa dla ai 2: O, bi 2: O, i = 1, ... , n i dla takich p, q> O,

ze 1. + 1. = 1.
p q

Z nierównosci Holdera wynika latwo podstawowa nierównosc
Minkowskiego

(n) l/p~(ai + b;)p <

Rys. 3

Spróbujcie Panstwo z.badac, jak ruch
konwekcyjny zalezy od nachylenia scian
potrzasanego cylindra. Pytanie, przy
jakim nachyleniu scian naczynia ruch'

konwekcyjny ustanie, n<;tdalczeka na
odpowiedz!

[l] James B. Knight, H.M. Jaeger'i Sidney
R. Nagel, Physical Review Letters, 70, 3728
(1993).
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