Klub 44

®

Termin nadsylania rozwiazan:

31 VIII 1995

Czoléwka ligi zadaniowej
Klub 44 M

po uwzglednieniu ocen rozwigzan
zadann 283 (WT=2,19) i 284 (WT=2,36)

z numeru 8/1994

Waldemar Pompe

Miroslaw Matlgga

A
B
Py
A
B
Py

- Warszawa 43,89
Krzysztof Jedziniak - Katowice 43,59
— Skoczdw 40,30

Py

Py

s

D
C
Py
D
Py
C~ P,

Liga zadaniowa Wydzialu Matematyki, Informatyki i Mechaniki,
Wydziatu Fizyki Uniwersytetu Warszawskiego i Redakcji Delty
Skrét regulaminu

Kazdy moze nadsyla¢ rozwigzania zadan z numeru n w terminie do korica miesiaca n 4 3. Szkice
rozwigzan zamieszczamy w numerze n 4+ 4. Mozna nadsylaé rozwiazania czterech, trzech, dwdch

lub jednego zadania (kazde na oddzielnej kartce), mozna to robié¢ co miesiac lub z dowolnymi
przerwami. Rozwiazania zadan z matematyki i z fizyki nalezy przesylaé¢ w oddzielnych kopertach,
umieszczajac na kopercie dopisek: Klub 44 M lub Klub 44 F. Oceniamy zadania w skali od 0 do

1 z dokladnoécig do 0,1. Ocene mnozymy przez wspélezynnik trudnoéei danego zadania: WT = 4 —
3S/N, gdzie S oznacza sume ocen za rozwiagzania tego zadania, a N — liczbg oséb, ktére nadeslaly
rozwigzanie choéby jednego zadania z danego numeru w danej konkurencji (M lub F) —i tyle
punktéw otrzymuje nadsylajacy. Po zgromadzeniu 44 punktéw, w dowolnym czasie | w ktérejkolwiek
z dwéch konkurencji (M lub F), zostaje on czlonkiem Klubu 44, a nadwyzka punktéw jest zaliczana
do ponownego udziatlu. Trzykrotne czlonkostwo — to tytul Weterana.

Szczegélowy regulamin zostal wydrukowany w numerze 2/1995.

Zadania z matematyki nr 301, 302 Redaguje Marcin E. KUCZMA

301. Wielomian P(z) = co+c12 + ...+ cn2™ + cpp12™H! jest podzielny bez
reszty przez wielomian Q(z) = ag + a1z + ...+ apa™ ; wspdlezynniki obu
wielomianéw sa liczbami rzeczywistymi, e, 41 = a, # 0. Dowiesé, ze

max(|ag|, .., [an|) < (n + 1) max(]col, .. ., len41])-

302. Pieciokat ABCDE jest wpisany w okrag. Na pélprostych AD™,

AC—, BC—, BD™ odkladamy odpowiednio odcinki AK, AL, BM, BN

o dlugosciach |AK| = |AE|, |AL| = |AD|, |BM| = |BD|, |BN| = |BE)|.
Udowodnié, ze czworokat K LM N jest réwnoleglobokiem wtedy 1 tylko wtedy,
gdy |CD| = |DE]|.

Zadanie 302 zaproponowal pan Waldemar Pompe z Warszawy.

Rozwigzania zadan z matematyki z numeru 1/1995

Przypominamy tre§¢ zadan:

293. Ciag wielomianéw Py(z), P1(x), Pa(z),. .. jest okreslony wzorami
“o(z) = 1, Py(z) = =,
nPry1(z) =(n 4+ 1)ePr(z) — Pr_1(z) dla n=1,23,....

Dowiesé, ze wszystkie pierwiastki rzeczywiste kazdego 2z wielomiandw Py () sg liczbami z przedzialu
(—1;1).

294. Udowodnié, ze wewnatrz dowolnego czworckata wypuklego ABCD istnieje punkt, ktdrego rzuty
na proste AB, BC, CD, DA lezg na jednym okregu.

293. Ustalmy liczbe rzeczywista = taka, ze |z| > 1, i oznaczmy wartoéé Py (x) przez an. Tak

wiec |ai| > |ag|. Przyjmijmy indukcyjnie, ze dla pewnego n zachodzi nieréwnosé |an| > |an—1].
Wéwczas, tym bardziej, |zan| > |an—1|; zatem liczby za, oraz za, — ap_1 sa obie nieujemne
lub obie niedodatnie i wobec tego
n+1

n

1
Tan — —an~1| = |[zan + —(zan — an—1)| =
n n

lanti]

1
|lzan| + ;f.’zn“ —an—1| > |zan| > |ana].

Przez indukcje wnosimy, ze 1 = |ag| < |a1| < |az| < |az| < ... Stad wniosek, ze dla |z]| > 1
zadna z liczb Py, (z) nie jest réwna zeru.

294. Nie tracac ogdlnosci przyjmijmy, ze |LABC| + |£BCD| > 180°
oraz |LBCD|+ |£CDA| > 180°. Dla punktu P lezacego wewnatrz lub na brzegu
czworokata ABC D, nie pokrywajacego sie z zadnym z wierzcholkéw, oznaczmy przez Py, Ps,

P;, Py rzuty P odpowiednio na proste AB, BC, CD, DA, a przez |LPy|, |LP:|, |{Ps|, |£P4]|
miary katéw wewnetrznych czworokata Py P, Py Py .

Jesli punkt P lezy na odcinku BC' (a wiec P» pokrywa sie z P), to |£ZP;| > 180°. Jedli punkt P
lezy na odcinku C'D (a wiec P3 pokrywa si¢ z P), to |£P3| > 180°. Suma |£ZP; |+ |£P:]| jest

w pierwszym przypadku mniejsza od 180°, a w drugim — wigksza od 180°. Gdy punkt P
zmienia swoje polozenie, miary katéw c:;zworokqta P, P> P, Py zmieniaja sie¢ w sposéb ciagly.
Jezeli wiec punkt P przebiega dowolny odcinek, ktérego jeden koniec lezy na boku BC, a drugi
na CD, to suma |£ZP,| 4 |£Ps| przyjmie przy pewnym polozeniu punktu P wartodé 180°.

Na czworokacie Py P> P3Py da sie wéwczas opisac okrag.
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Zadania z fizyki nr 199, 200 Redaguje Jerzy B. BROJAN

199. Miedzy oktadki plaskiego kondensatora powietrznego wpuszczono ciecz
dielektryczna w iloéci niewystarczajacej do wypelnienia przestrzeni miedzy okladkami.
Jeéli kondensator natadowaé, to czy ciecz utworzy warstwe réwnolegla do okladek
(rys. 1a), czy tez zajmie cze$é powierzchni okladek (rys. 1b)? Nalezy pominacé efekty
brzegowe, tzn. przyjaé, ze rozmiary okladek (zaréwno w czeéci zajetej przez ciecz na
rysunku 1b, jak i w pozostalej czesci) sa znacznie wigksze od ich wzajemne] odleglosci,
a ponadto pominaé efekty sily ciezkosci oraz napiecia powierzchniowego.

200. Cialo o masie m porusza sie po linii prostej pod wplywem sily wywieranej
przez niewazka sprezyne o stalej sprezystoéci k. Punkt zamocowania drugiego koiica
sprezyny tak si¢ obluzowal, Ze sprezyna drgajac porusza nim; jego predkosé jest
proporcjonalna do sily, a stala proporcjonalnosci o jest dana. Zakladajac, ze o jest
male (obluzowanie jest niewielkie) obliczy¢, po jakim czasie amplituda drgan ciala
Rys. 1. zmaleje 2 razy w stosunku do amplitudy poczatkowej.

Rozwigzania zadan z fizykli z numeru 1/1995

Przypominamy tres¢ zadan:

10 20 30 T
S 192. Male cialo o masie m m
przymocowano do cienkie] obreczy

o masie M i promieniu r. Obregcz

postawiono pionowo (rys. 3)

i bardzo lekko pchnieto w lewo

lub w prawo. Jesli podczas ruchu

obreczy nie wystepuje poslizg ani

191. Obliczy¢ przyblizona
wartoséé oporu zastepc
obwodu przedstawio

i uzasadnié jg. Ro:

powinno byé¢ mozli straty energii, to jaka musi byé

a jednoczeénie jak najmniej BT EER T wartoéé stosunku M/m, aby obrgcz FITT7T77 77 i iiiiziziT
pracochlonne. Uzycie komputera ,podskoczyla”, tzn. oderwala sie od

do obliczen jest wykluczone. Rys. 2. podloza? Rys. 3.

191. Skorzystamy z oczywistego twierdzenia, ze przerwanie Posluzymy sie wiec trickiem: kazdy 2z tych opornikéw 10 €1
ktéregokolwiek polaczenia w obwodzie nie zmniejsza oporu zastapimy dwoma réwnolegle polaczonymi opornikami po 20 {2
zastepczego calodci, a zwarcie dowolnych dwéch punktéw (rys. 4b) i — zgodnie z zasada oszacowania od géry — przerwiemy
nie zwicksza oporu. Aby uzyskaé oszacowanie od géry, polaczenia oznaczone krzyzykami. Standardowe przeksztalcenia
przerwijmy wiec wszystkie polaczenia pionowe na schemacie. (50 & 60 = 27,273) prowadza do schematu z rysunku 4c.

Wtedy mamy trzy opory: 60 Q, 60 2 i 70 Q polaczone Nastepny trick polega na zalozeniu, ze prad plynacy przez
réwnolegle, a ich opdr zastepczy wynosi 21 {0 (zapiszmy to opornik 30  jest 2 razy mniejszy od pradu przechodzacego

w skrécie tak: 60 @ 60 @ 70 = 21, gdzie znakiem & oznaczono przez opornik 20 2 i zgodnie z tym na zastapieniu opornika
operacjie a @ b = (a~! + b~1)71). Dla oszacowania od R = 27,273 Q przez dwa réwnolegle: 3R = 81,82

dolu zewrzyjmy wszystkie polaczenia pionowe; poniewaz i1,5R = 40,91 Q. Po ,rozcieciu” wyliczamy 81,82 4 30 = 111,82,
10 20 @ 30 = 5,455, a 30 & 30 10 = 6, wigc calkowity 111,82 & 50 = 34,55, 44,55 @ 60,91 5 80 = 19,47.

opér wynosi 2 - 5,455 + 6 = 16,91 Q. Taka ,brutalna” metoda

zamkneliémy szukany opér w przedziale [16,91,21]. Poprawione oszacowanie od dolu rozpoczynamy od zwarcia

tych samych co poprzednio pionowych opornikéw 10 2

Zawezenie przedzialu wymaga zastosowania bardziej subtelnego i 20 Q. Na otrzymanym schemacie (rys. 4d) przyjmijmy,
podejécia. Zacznijmy od oszacowania od géry. Usuwamy tym ze spadki napiecia na gérnym oporniku 10 £2 i na pionowym
razem tylko dwa oporniki pionowe: prawy gérny 10 § i lewy oporniku 30 ) sa zblizone — zastapmy wigc opornik 12 Q
dolny 20 Q (ich okolica wydaje si¢ zblizona do zréwnowazonego dwoma po 6 {I polaczonymi szeregowo i zewrzyjmy punlkty
mostka). W powstalym obwodzie (rys. 4a) mozna zauwazy¢, majace — jak sadzimy — zblizony potencjal. Taka sama operacje
#e prad przeplywajacy przez srodkowy opornik 10 Q dzieli zrébmy z opornikiem 30  na dole, dzielac go na dwa po 15 Q
sie w przyblizeniu réwno na prawy opornik 30 Q i pionowy i zwierajac zlacze jak na rysunku 4e. Dalsze przeksztalcenia
opornik 20 Q; tak samo wydaje sig, ze prad plynacy przez sa banalne, a w wyniku otrzymujemy 19,14 Q2. Jak widac,
prawy dolny opornik 10 Q pochodzi w polowie z opornikéw 20 niewielkim nakladem pracy ograniczyliémy mozliwy przedzial
i 60 f1. do wyniku [19,14,19,47].
a) 10 50 h) 10 50 c) 10 50
30
20 27,27
B0
— e
Rys. 4

m(M + 2m)gsin a

192. Oznaczmy przez o kat obrotu obreczy wzgledem polozenia
poczatkowego. Predko$é katowa w jest réwna dor/dt, a predkosd (2) o 2r(M + m(1 + cosa))?
liniowa # malego ciala jest suma predkoéci érodka obreczy
i predkosci ruchu obiegowego wzgledem érodka:

Pionowa skladowa sily reakcji podloza znajdziemy ze wzoru
N = (M + m)g+ may = (M + m)g + mduvy, /dt, czyli po

# = [wr, 0] 4 [wr cos @, —wr sina] = wr[l + cosa, —sina] . podstawieniu vy = —wr sin & mamy
: S Logi et 1,2 ;
Calkowita energie kinetyczna 5 Iw® + 51"&'(&“‘)2 + gmv N = (M 4 m)g — mersine — mw?rcos o

przyréwnujemy do spadku energii potencjalnej mgr(1 — cos o)

i podstawiamy moment bezwladnosci obreczy I = Mr2 Analiza numeryczna wyrazenia otrzymanego po podstawieniu tu

wzoréw (1) i (2) prowadzi do wniosku, ze sila N jest dodatnia

Otrzymujemy 2 dla wszystkich wartoéci o tylko wtedy, gdy M /m > 0,0769.
(1) mg(l — cosa) = w’r(M + m(1 + cosa)). Jeéli ten warunek nie jest spelniony, to obrecz ,podskoczy”
Réiniczkujac to réwnanie wzgledem czasu wyznaczymy ] (gdy M/m jest nieznacznie mniejsze od 0,0769, podskok nastapi

przyspieszenie katowe: w okolicy kata o réwnego 1130) A
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