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Nierównosc Cauchy'ego dla srednich pomaga,
lecz ... nie zawsze!

Mogli sie o tym przekonac uczestnicy zawodów stopnia drugiego

XLIV Olimpiady Matematycznej, kiedy przyszlo im zmagac sie m.in. z takim
oto zadaniem:

Udowodnic, ze dla liczb dodatnich x, y, u, v zachodzi nierównosc

xy + xv + uy + uv xy uv
-------- > -- + -- .

x+y+u+v - x+y u+v

Z zainteresowaniem przygladalem sie "walce" z tym zadaniem uczniów

próbujacych "strzelac" do niego z nierównosci Cauchy'ego, Czebyszewa,

a bywalo, ze i z takiej "armaty" jak nierównosc Jensena. Niestety, na prózno!

Tym razem ten arsenal nie przydal sie.

Najszybciej uporali sie z tym zadaniem ci uczniowie, którzy te nierównosc

po prostu przeksztalcali. Co robili? Ano, najpierw pomnozyli obie strony

tej nierównosci przez iloczyn mianowników wystepujacych w niej ulamków
i po prostym przeksztalceniu otrzymali nierównosc

(xu + yu)[(xv + yu) + (xu + yv)] 2 (u + v)2xy + (x + y)2uv,

równowazna, oczywiscie, wyjsciowej.

Nastepnie wykonali wskazane dzialania, czyli "zlikwidowali" wszystkie nawiasy,

przeniesli wszystkie wyrazy na lewa strone i po redukcji otrzymali nierównosc

x2v2 - 2xvyu + y2u2 2 O, czyli nierównosc (xv - yu)2 2 O

i mieli ... "po zadaniu" .

Z nierównoscia ta, jak równiez z jej uogólnieniem, wiaze SIe pewna metoda

dowodzenia nierównosci, o której teraz troche opowiemy.

Zalózmy, ze mamy dwie funkcje f i g, okreslone na pewnym przedziale (a, b),

osiagajace w nim swoje wartosci najmniejsze (najwieksze). Jesli równie f + g

osiaga swoja wartosc najmniejsza (najwieksza), to

minf(x) + ming(x) :S min(J(x) + g(x)),

maxf(x) + maxg(x) 2 max(J(x) + g(x)).

Istotnie, jesli Xo E (a, b) jest punktem, w którym funkcja f + g osiaga swa

wartosc najmniejsza (najwieksza), to, oczywiscie,

f(xo) 2 minf(x) i g(xo) 2 ming(x),

f(xo) :S maxf(x) i g(xo):S maxg(x).

Stad otrzymujemy natychmiast zadana nierównosc.

Latwo stwierdzic tez, ze równosc w nierównosci tej ma miejsce wtedy i tylko

wtedy, gdy funkcje f i g osiagaja swoje wartosci najmniejsze (najwieksze) w tym
samym punkcie.

Analogiczna nierównosc mamy dla n funkcji fr, h,· .. , fn:

~minfi(X)" min (~Ii(X))' ~maxJ;(X) ~ max (~J;(X))

Dowód tego otrzymujemy przez oczywista indukcje.

Rozwazmy teraz funkcje f; : R -+ R okreslone wzorem

f;(x) = (a; + b;)x2 + 2aix + ai, gdzie

ai > O, bi > O, i = 1,2, . : ., n .

Kazda z tych funkcji osiaga, oczywiscie, wartosc naj mniejsza, równa

Ll _ 4a; - 4a;(ai + bi) _ ~

4a- 4(ai+ bi) -ai+bi'

Równiez funkcja

n (n n) (n) nF(x)=t;fi(X)= t;ai+t;bi x2+ 2t;ai x+t;a;
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Pokazemy teraz, jak rozbic na parami

rozlaczne okregi kule otwarta z jednym

dolaczonym punktem X na brzegu.

Rozwazmy okrag o srednicy DX, gdzie D

jest srodkiem owej kuli.

F(x) = L fi(X) =
i=l

n

Widzimy zatem, ze nierównosc Lminfi(x) :S min(L fi(X))to, w tym

przypadku, nierównosc

Rozwiazmy na koniec, ta sama metoda, jeszcze dwa zadania.

< C~ai) C~bi)

(f. ai) + (f. bi) ,,=1 ,=1

która dla n = 2 jest nierównoscia przedstawiona na poczatku tego Kacika.

Rozwiazanie. Rozwazmy funkcje

h(x) = aixz + 2bix, i = 1,2, ... , n, gdzie ai > O, bi ER.

Otóz kazda z nich osiaga swoja wartosc najmniejsza równa -b-; / ai, natomiast

najmniejsza wartosc funkcji

Zadanie 1. Udowodnic, ze jezeli al, az, ... , an sa liczbami dodatnimi,

h, h, ... ,bn - dowolnymi liczbami rzeczywistymi, to

bi b~ (h + bz + ... + bn)Z-+ ...+->--------
al an - al + az + ... + an

osiaga swoja wartosc najmniejsza, równa

(t ai) (t bi),=1 ,=1

(tai) + (f. bi),=1 ,=1

x

Rozwiazanie zadania M 740.
Sfere bez dwóch biegunów mozna,

oczywiscie, rozbic na surne parami

rozlacznych okregów. Rozbicie takie daja

równolezniki. Ogólniej, sfere bez dwóch

punktów nie lezacych na koncach jednej

srednicy tez mozna rozbic na parami

rozlaczne okregi - rozbicie otrzymujemy

przecinajac sfere plaszczyznami, jak na

rysunku.

Po "wyjeciu" z kuli owego okregu

widzimy, ze z kazdej sfery osrodku D

zawartej w naszej kuli ubyly dwa

punkty, a taka sfere potrafimy rozbic

na parami rozlaczne okregi. A wiec ów

okrag o srednicy DX oraz rozbicie na

okregi kazdej z "poprzekluwanych" sfer

daje rozbicie calej kuli z dolaczonym

punktem X na parami rozlaczne okregi.

Ustawmy teraz tak ciag kul otwartych

o jednakowych promieniach, aby srodki

tych kul lezaly na jednej prostej p i aby

kolejne kule byly styczne.

Dolaczmy do tych kul wszystkie punkty

stycznosci (do kazdej po jednym). Te kule

wraz z punktami stycznosci umiemy juz

rozbic na parami rozlaczne okregi. Reszte

przestrzeni R3 wypelniamy okregami

lezacymi w plaszczyznach prostopadlych

do p i majacymi srodki na tej prostej.

(b1 + ... + bn)Z
wynosI ---------

al + az + ... + an

Przyjrzyjmy sie teraz nierównosci L min fi (x) :S min L fi (x), a okaze sie,

ze w tym przypadku jest to nierównosc z zadania.

Zadanie 2. Dowiesc, ze jezeli ai oraz bi sa liczbami dodatnimi (i=l, 2, ... , n), to

(*) (~)bl+ (!!2)b2 ..... (bn)bn 2:: (bl+ +bn)bl+b2+ ... +bnal az an al + + an

Rozwiazanie. Rozwazmy funkcje fi(X) = aiex - bix - bi, gdzie ai > O,

bi > O, i = 1,2, ... , n. Kazda z tych funkcji osiaga swoja wartosc najmniejsza

k· l bi, b l bi P d b .... uw pun Cle n -, rowna - i n -. o o me wyznaczamy naJmmeJsza wartosc
ai ai

n

funkcji L h (x). Zatem nierównosc L min h (x) :Smin L h (x) to w tym
i=l

przypadku nierównosc

t bi In bi 2:: (tbi) In b1 + + bni=l ai i=l al + + an

z której wprost wynika nierównosc zadania.

Uwaga. Z nierównosci (*) otrzymujemy:

1. nierównosc Cauchy'ego dla srednich, jesli podstawimy

h = bz = ... = bn = l/n,

(b+ +b)bl+ .. +bn

, u b 1 ... n . , ..

2. nierownosc bI' ..... b~n 2:: n ' Jesh podstawImy w (*)
al = az = ... = an = 1.

Henryk PA WLOWS'K!
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