Kacik olimpijski (10) Nieréwnoéé Cauchy’ego dla érednich pomaga,
lecz...nie zawsze!

Mogli sie o tym przekonaé uczestnicy zawodéw stopnia drugiego
XLIV Olimpiady Matematycznej, kiedy przyszlo im zmagaé sie m.in. z takim
oto zadaniem:

Udowodnié, ze dla liczb dodatnich z,y, u, v zachodzi nieréwnoéé
Ty + xv + uy + uv S zy 4 uv
e+y+utv T z2z4+y utuv
7 zainteresowaniem przygladalem sie ,walce” z tym zadaniem uczniéw
prébujacych ,strzelaé” do niego z nieréwnosci Cauchy’ego, Czebyszewa,
a bywalo, ze i z takiej ,armaty” jak nieréwnoéé Jensena. Niestety, na prézno!
Tym razem ten arsenal nie przydat sie.

Najszybciej uporali si¢ z tym zadaniem ci uczniowie, ktérzy te nieréwnosé
po prostu przeksztalcali. Co robili? Ano, najpierw pomnozyli obie strony
tej nieréwnosci przez iloczyn mianownikéw wystepujacych w niej utamkéw
i po prostym przeksztalceniu otrzymali nieréwnogé
(zu + yu)[(zv + yu) + (zu+ yv)] > (u+v)%zy + (2 + ) uv,
réwnowazna, oczywiscie, wyjsciowej.
Nastepnie wykonali wskazane dzialania, czyli ,zlikwidowali” wszystkie nawiasy,
przeniesli wszystkie wyrazy na lewa strong i po redukcji otrzymali nieréwnosé
2*v? — 2zvyu 4+ y?u® > 0, czyli nieréwnosé (zv — yu)? >0
1 mieli. .. ,po zadaniu”.
Z nieréwnoécia ta, jak réwniez z jej uogdlnieniem, wiaze sie pewna metoda
dowodzenia nieréwnoéci, o ktérej teraz troche opowiemy.
Zalézmy, e mamy dwie funkeje f i g, okre$lone na pewnym przedziale (a,b),
osiagajace W nim swoje wartoci najmniejsze (najwigksze). Jesli réwnie f + g
osiaga swoja wartos¢ najmniejsza (najwieksza), to
min f(2) + ming(z) < min(f(z) + ()
max f(z) + maxg(z) > max(f(z) + 9(z)).
Istotnie, jesli 2o € (a, b) jest punktem, w ktérym funkcja f + g osiaga swa
wartoé¢ najmniejsza (najwieksza), to, oczywiscie, :
f(zo) > min f(z) i g(zo) > ming(x),
f(zo) <max f(z) i g(zo) < maxg(z).
Stad otrzymujemy natychmiast zadana nieréwnosé.

Latwo stwierdzi¢ tez, ze réwno$¢ w nieréwnosci tej ma miejsce wtedy i tylko
wtedy, gdy funkcje f i g osiagaja swoje wartoéci najmniejsze (najwieksze) w tym
samym punkcie.

Analogiczna nieréwno$é mamy dla n funkcji fi, fa,..., fu:

Zminfg(x) < min (Z f,'(a*:)) ; Zmaxf,-(:r:) > max (Z fs(a:]) :
=1 i=1 i=1 i=1

Dowdd tego otrzymujemy przez oczywista indukcje.

Rozwazmy teraz funkcje f;: R — R okre$lone wzorem
fi(®) = (ai + b;)2® + 2a;2 + a; , gdzie
Gl by =9 i
Kazda z tych funkcji osiaga, oczywidcie, wartoéé najmniejsza, réwna
A = 4(1? = 4&,‘(.‘1; + b;) e a;b;
Tda Al T ai+b;

Réwniez funkcja

F(z) =Zfi(-"-‘) = (Z%"FZ&) z? + (220:‘) z+ Zai

i=1 =1
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Rozwiazanie zadania M 740.

Sfere bez dwdéch biegundw mozna,
oczywidcie, rozbié na sume parami
roztacznych okregdw. Rozbicie takie daja
rownolezniki. Ogdlniej, sferg bez dwdch
punktéw nie lezacych na koricach jednej
drednicy tez mozna rozbié na parami
rozlaczne okrggi — rozbicie otrzymujemy
przecinajgc sferg plaszezyznami, jak na
rysunku.

A

B

Pokazemy teraz, jak rozbié¢ na parami
rozlacezne okregi kulg otwartg z jednym
dolaczonym punktem X na brzegu.
Rozwazmy okrag o srednicy OX, gdzie O
jest drodkiem owej kuli.

-

Po ,wyjeciu” z kuli owego okrggu
widzimy, ze z kazdej sfery o srodku O
zawarte] w naszej kuli ubyly dwa
punkty, a taks sfere potrafimy rozbié
na parami rozlaczne okregl. A wiec 6w
okrag o $rednicy OX oraz rozbicie na
okregi kazdej = ,poprzekluwanych” sfer
daje rozbicie calej kuli 2z dolaczonym
punktem X na parami rozlaczne okreggi.
Ustawmy teraz tak ciag kul otwartych
o jednakowych promieniach, aby érodki
tych kul lezaly na jednej prostej p i aby
kolejne kule byly styczne

Dolaczmy do tych kul wszystkie punkty
stycznosci (do kazdej po jednym). Te kule
wraz z punktami stycznoéci umiemy juz
rozbi¢ na parami rozlaczne okregi. Reszte
przestrzeni R® wypelniamy okregami
lezacymi w plaszezyznach prostopadlych
do p i majacymi $rodki na tej prostej

osiaga swoja warto$é najmniejsza, réwna

(£ (£)
=1 i=1
(DEED
i=1 i=1
Widzimy zatem, ze nieréwnoéé Y min f;(z) < min (3} fi(z)) to, w tym
przypadku, nieréwnoéé
(£e) (54)
i=1 i=1

Z af‘b S n n )
e (E as) * (Z bs)
f=1

s=1

ktora dla n = 2 jest nieréwnoscia przedstawiona na poczatku tego Kacika.

Rozwiazmy na koniec, ta sama metoda, jeszcze dwa zadania.

Zadanie 1. Udowodni¢, ze jezeli aj, as,. .., a, sa liczbami dodatnimi,
by, bs, ..., b, — dowolnymi liczbami rzeczywistymi, to

b? b2 by +bs+ ... 2

0o ada st b))

a an a1 t+az+...+an

Rozwigzanie. Rozwazmy funkcje
filz) = a;2® +2b;z, i=1,2,...,n, gdzie a; > 0, b; € R.

Otéz kazda z nich osiaga swoja wartos¢ najmniejsza réwna —b7 /a;, natomiast
najmniejsza warto$é funkeji

F(x):;fi(sz}: ;ag 2?4 2 Z}bg z

(b1 + ...+ b,)?
ai+ay+...+a,
Przyjrzyjmy sie teraz nieréwnoéci 3 min fi(x) < min " fi(z), a okaze sie,
ze w tym przypadku jest to nierdwnos¢ z zadania.

wynosi —

Zadanie 2. Dowies¢, ze jezeli a; oraz b; sa liczbami dodatnimi (i=1,2,...,n), to

b by b ba bn b b e by+bat...+b,
il () () < (ST )
a as (e a1 +...+an

Rozwigzanie. Rozwazmy funkcje fi(z) = a;e” — bz — b;, gdzie a; > 0,
bi >0,i=1,2,...,n. Kazda z tych funkcji osiaga swoja wartoéé najmniejsza

- 13 - B * . L s
w punkcie In —, réwna —b; In —. Podobnie wyznaczamy najmniejsza wartoéé
a; a;

1)

funkeji y° fi(x). Zatem nieréwno$é )" min f;(z) < min}_ fi(z) to w tym
§=1

przypadku nieréwnosé

Zbélnﬁz Zb" lnﬁ—i""—_l'b“,
— a; g a1 4.4 a,

z ktore] wprost wynika nieréwnoéé zadania.

Uwaga. Z nieréwnosci () otrzymujemy:

1. nieréwnoéé Cauchy’ego dla srednich, jedli podstawimy
o =by= . =b;=1/n

bl chstanels bn

b1+---+bu P
n ) , jeshi podstawimy w ()

2. nieréwnodé b2t - ... bbn > (
R pr— e R [
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