Teoria liczb i geometria

Piotr Wojciech SNIADY

Jest to skrét pracy ,Geometryczne dowody dwéch twierdzeii dotyczacych
utamkéw Fareva”, za ktéra Auntor zdobyl srebrny medal na Konkursie
Uczniowskich Prac z Matematyki w 1994 roku.

Niekiedy twierdzen z teorii liczb dowodzi sie wykorzystujac metody
geometryczne. Zilustrujemy to podajac nowe dowody dwéch
twierdzen dotyczacych tzw. utamkéw Fareya.

Niech N bedzie dowolna, ustalong liczba naturalna.
E%, @,. i ik wszystkich utamkéw nieskracalnych
ng Ng Nk

z przedziatu [0, 1], o mianownikach nie przekraczajacych N,
ustawionych w porzadku rosnacym, nazwiemy ciaggiem ulamkéw
Fareya. Dla N = 7 takim ciagiem jest
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Az do konca artykulu wszystkie utamki Fareya beda odpowiadac
jednej ustalonej liczbie N.
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Twierdzenie 1. Niech = i = [ = < Ld bedg dwoma kolejnymi
n al \n n!

wyrazami ciggu utamkéw Fareya. Wowczas

m'n—mn' =1.

Dowéd. Rozwazmy w ukladzie wspélrzednych dwa punkty

A= (n,m)i B = (n',m'). Niech O oznacza poczatek uktadu
wspétrzednych. We wnetrzu odcinka AO nie ma zadnego punktu
kratowego (tzn. punktu o obu wspélrzednych catkowitych).

W przeciwnym bowiem przypadku punkt kratowy (a,b) z wnetrza

b
odcinka AO spelniatby e f?:-; (twierdzenie Talesa) oraz a < n,

3 e m 5 z . .
co przeczy nieskracalnoéci utamka —. Analogicznie nie ma punktéw

kratowych we wnetrzu odcinka BO.

Udowodnimy teraz, ze réwniez we wnetrzu odcinka AB, jak 1 we
wnetrzu tréjkata OAB nie ma punktéw kratowych. Przypusémy
bowiem, 7ze mozna znalezé punkt kratowy (a,b) nalezacy do
brzegu lub wnetrza tréjkata OAB, nie lezacy jednak na zadnym
z bokéw OA i OB. Stad a jest mniejsze od wigkszej z liczb n, n’
i w konsekwencji a < N. Poniewaz punkt (a,b) lezy miedzy
pétprostymi OA i OB, wiec wobec twierdzenia Talesa mamy
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Przeczy to zalozeniu, ze — i —- sa kolejnymi utamkami Fareya.
n n

Podsumowujac, udowodnili$émy, ze na brzegu tréjkata OAB leza
doktadnie trzy punkty kratowe: O, A, B, oraz ze we wnetrzu
tréjkata O AB nie ma punktéw kratowych.

ékorzystamy teraz z nastepujacego $licznego twierdzenia Picka (jego
dowéd mozna znalezé w Delcie 4/1993).

Niech S oznacza pole powierzchni dowolnego wielokgta

o wierzchotkach w punktach kratowych, B - liczbe punkiow kratowych
lezgeych na jego brzegu, a W — liczbe punktow kratowych w jego
wnetrzu. Wowezas S=W + 1B — 1.

Jak fizyk
gra na gieldzie
albo

od upadku do

rozmagnesowania

adiabatycznego
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Artykul ten ukazal sie¢ w piSmie studentdw
Nauczycielskiego Kolegium Fizyki Mioda Fizyka.

Kazdy, kto kiedykolwiek przewrdcil

sie albo spad} skadkolwiek, zgodzi sie,

7e uklad fizyczny dazy do osiggniecia
minimalnej energii.

Chwila zastanowienia nprzytomni

nam, ze dodwiadczenia prowadzace

do sformulowania powyzszej zasady
dotycza ukladéw makroskopowych.
Naturalne pytanie, czy dotyczy ona takze
mikroskopowych stopni swobody, mozna
zaatakowaé poslugujac sie powszechnie
uznawanym rozkladem kanonicznym.
Okreéla on prawdopodobieristwo tego,

ze uklad w réwnowadze znajdzie sig

w okreslonym stanie a (o energii Fa). Jest
ono wyktadnicza funkcja stosunku energii
do temperatury,

Py ~exp(—Eq4/ksT),

gdzie kp oznacza stala Boltzmanna. Zbyt
tatwy bylby jednak wniosek: ,alez tak,
zasada stosuje sie zawsze, przeciez przy
najnizszej energii prawdopodobiefistwo
jest najwieksze!”. Nie ostaje sie on
w konfrontacji ze §wiatem, w ktérym
morza nie sa zamarzniete, powietrze
nie zestalilo sie, a wnetrze Sloica
dysponuje ogromna nadwyzka energii
hojnie rozsylanej wokél od miliardéw
lat. A wiec rozklad kanoniczny
w niebezpieczenistwie? Nietrudno go
uratowaé zauwazajac, ze czym innym jest
prawdopodobieristwo P, zajecia stanu o,
a czym innym prawdopodobiefistwo P(F)
tego, ze uktad bedzie mial energi¢ E,
czyli ze zajmie jakikolwiek stan o tej
energii (moze by¢ ich wiele). To drugie jest
wieksze od pierwszego tyle razy, ile wynosi
liczba N(E) stanéw ukladu o energii £
P(E) ~ N(E)exp(—E/ksT).
Uklad przyjmie wigc energie bliska
wartosci, dla ktérej powyzsze wyrazenie
osiaga wartoéé najwicksza. Przykladem
moze byé uklad n mikroskopowych
momentéw magnetycznych o spinie 1/2,



7 ktérych kazdy moze zajm.éwa;é:'.t.'_gi':.l_];&'d-ﬁr;'

stany o energiach rézniacych sig 0 upB,

gdzie pup - ma.gneton Bohra oraz B - pole

.magnetyczne, w: ktotym UIMIESZCZON0
te spiny. Liczba mozliwych realizacji

stanu, w ktérym k sposréd ﬂ_Spinc’)“_r Jest .

wzbudzonych (o wyzszej energii), wynosi
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Na rysunkn (gdzié P(E)i N(E) .'
przedstawiono w réznej skali) widaé,

7e choé¢ P, ma maksimum dla najnizszej

energii (energia jest proporcjonalna

do k), P(E) jest najwieksze przy innej
Jjej wartosci. Mozna widzie¢ decyzje
ukladu, jaka energig przyjac, jako .

wynik walki dwéch tendencji: energia .

przez czlon exp(—E/kpT) ciagnie
w strone swojej najnizszej wartosci,

natomiast nieporzadek uosobiony przez
funkcje N(F) prébuje zwickszy¢ energie |

do polowy zakresu jej wartosci, bo tam

Jest najwiekszy. Walke f.Q mozna jé'gz'fj'ze' .

proéciej przedstawié¢ po zlogarytmowamu

: Bqdmemy wtedy szukali ma.kmmum funkc‘u'.'-".'

~—E{kBT+1nN(E) _
albo, réwnowaznie, minimum funkcp
' F=E-kThN(E).

Widaé teraz, Ze to nie energia nkla.du
ma przyja¢ minimum, ale inna

funkcja stanu: energia pomniejszona
o wartos¢ kpT'In N(E). Nosi ona

nazwe energii swobodnej. Omawiana
poprzednio walke widaé tu jak na

dloni: energia chce byé jak najmniejsza, -

natomiast nieporzadek — jak najwiekszy.
Miara nieporzadku jest tu wielkos¢

S = kg In N(FE) - nazywamy ja entropia, _.

natomiast temperature T' mozemy teraz
zobaczyé jako kurs, po jakim ,sprzedaje
sie” entropia, albo jako (energetyczna)
cene jednostki nieporzadku (jednostki

entropil). Po tych wszystkich rozwazaniach

mozemy wiec powiedzie¢, ze prawo, ktdre
zostalo sformulowane na poczatku tego
tekstu, jest prawdziwe pod warunkiem
uzupelnienia go stowem ,,swobodnej”.

Stad pole tréjkata OAB jest réwne 3 7 drugiej zas strony nietrudno

obliczy¢ (korzystajac z geometrii analitycznej), ze pole tréjkata
o wierzchotkach (0,0), (n,m) i (n',m’) jest réwne |m'n — mn’|/2.
Poréwnujac oba wyniki i korzystajac z faktu, ze m'n > mn/’,
ostatecznie otrzymujemy
mn—mn =1.
! "

Twierdzenie 2. Niech %, beda trzema kolejnymi wyrazami

R AT
n

ctagu utamkdw Fareya. Wowczas
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Dowdéd. Niech A, B, C D ma,‘]ad takle wspélrzedne jak na
m'
rysunku 1. Poniewas — Al o

pSlprostymi OA i OB Udowodnimy, ze lezy on na brzegu lub we
wnetrzu réwnolegloboku OBDA.

wiec punkt C' lezy miedzy

D = (n+n", m+m")~

B - (ﬂ.ﬂ" mﬂ}

C."= (nf_ nu, mf_ mﬂ')
A= (n,m)

Rys. 1

Przypu$émy bowiem, ze lezy on poza réwnolegtobokiem.
Wéwezas nalezy on do obszaru kolorowego badz zakreskowanego.
Przypus$émy, ze nalezy on do obszaru kolorowego. Wéwezas punkt
C' = (n' —n",m' —m") powstaly z C' w wyniku przesuniecia

o wektor BO nadal lezy miedzy pélprostymi OA i OB. Stad

m m' —m'" m’
n n' — n't n
m , m" m'
Poniewaz jedynym ulamkiem Fareya mlgdzy — 4, —=Jest —, wngs
n' n'

m' —m" m
n—nt n
To za$ oznacza, ze punkty O, C' i C' leza na jednej prostej. Prosta ta

. . ipmopemes —_

jest réwnolegla do wektora C'C' = OB i przechodzi przez punkt O.
A wiec jest to prosta OB. To daje zas sprzeczno$é, gdyz punkt C
lezy miedzy pélprostymi OA4 i OB, a wigc nie lezy na prostej OB.

Analogicznie punkt C' nie moze lezeé¢ w czedei zakreskowanej. Tym
samym udowodnilismy, ze C' nalezy do brzegu bad# do wnetrza
réwnolegloboku OBDA.

Jezeli C = D, ton’ =n+n", m' = m+ m", skad teza. Mozemy wiec
zalozyé, ze C # D.



Przypuéémy, ze C lezy w tréjkacie ABD. Niech C’ bedzie
obrazem C' przy symetrii érodkowej wzgledem érodka
réwnolegloboku. Punkt C” = (a,b) jest punktem kratowym
nalezacym do tréjkata O AB. Powtarzajac R?czqtek dowodu

Przywolane powyzej rynkowe poréwnanie
‘mozemy eksploatowaé szerzej zauwazywszy,
7e dla paramagnetyka w polu
 magnetycznym (a wiec dla naszego ukladu)
 energia spelnia réwnos¢

E--MB,

gdzie M jest namagnesowaniem, a B
indukcja pola magnetycznego. Mozemy
poszukaé teraz maksimum funkcji —F,
ktéra jest suma dwéch bogactw

—F=MB4TS.

Kandydat na Rotschilda (nasz

uklad fizyczny) bedzie sie staral te

sume powiekszy¢é. Sklada si¢ ona

z namagnesowania i nieporzadku.
Cena pierwszego jest pole magnetyczne,
drugiego — temperatura. W procesy
rynkowe moze jednak wkroczyé
cksperymentator zmieniajac cene jednostki
namagnesowania, czyli przylozone

pole magnetyczne. Jezeli zrobi to
adiabatycznie (tak, aby spiny nie

zdazyly sie przeorientowad), to entropia
(miara nieporzadku) sie nie zmieni.
Namagnesowanie tez nie, bo jest
proporcjonalne do réznicy liczby spinéw

w stanach 112

M= pa((n— k) — k).

Maksimum sumy, ktére uklad osiagal
- przy okreslonej proporcji cen B : T,

moze teraz byé osiggniete przy zmianie
temperatury w takiej samej proporcji,

w jakiej zmieniono pole magnetyczne.
Gracz na gieldzie mogltby to uj;é

w stowach ,,wzrost cen jest zarazliwy”.
Istotnie, przy sieci wzajemnych powiazaii,
cechujacej gospodarke rynkowa, wzrost cen
jakiego$ towaru pociaga za soba wzrost
cen innych produktéw. Takze przeciwnie:
spadek pola magnetycznego obniza
temperature.

) . . ..om ;
twierdzenia 1 otrzymujemy, ze — < — < ——, oraz ze po
n n

sprowadzeniu do postaci nieskracalnej g jest utlamkiem Fareya.
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Poniewaz jednak % jest jedynym ulamkiem Fareya pomiedzy =

.m” . b m ! g ; ; .
i —, wiec — = —, czyli punkty O, C'1 (" leza na jednej prostej.
n G un

"
Na tej same] prostej lezy érodek réwnolegloboku, a stad réwniez
punkt D. To zaé w poltaczeniu z twierdzeniem Talesa daje réwnosé
m! m+ m!!
n ntn’’
Pozostal nam do rozpatrzenia przypadek, gdy C nalezy do
tréjkata OAB (rys. 2). Niech k bedzie najmniejsza liczba naturalng,
dla ktérej C' (bedacy obrazem punktu C' w jednoktadnosci
o érodku O i skali k) nie nalezy do tréjkata OAB. Latwo zauwazy¢,
ze C' nalezy do tréjkata OF G bedacego obrazem tréjkata OAB
w jednoktadnoéci o srodku O i skali 2.

G

Rys. 2

W przeciwnym bowiem przypadku obraz C' w jednokladnosci
o érodku O i skali k — 1 tez nie nalezalby do tréjkata OAB
(bo k — 1 > k/2), co przeczy minimalnosci liczby k.

Punkt C’ musi nalezeé¢ do jednego z przystajacych tréjkatéw:
BGD, ADF, ABD. Wystarczy rozwazy¢ tylko dwa przypadki:

C’ nalezy do AABD lub C’ nalezy do ABGD (przypadek, gdy C’
nalezy do AADF jest analogiczny do przypadku, gdy C’ nalezy
do ABGD).

Jezeli punkt C” nalezy do tréjkata BGD, to punkt H = (a,b) — obraz
punktu €’ w translacji o wektor BO — nalezy do tréjkata OAB.
"
b

W ten sposéb wyjasnilismy
zasade stosowanego w kriogenice
chlodzenia metoda adiabatycznego
rozmagnesowania. Wlaczenie pola
magnetycznego, aby nie zagrzaé przy
tym paramagnetyka, musi sie przedtem
odby¢ izotermicznie — powoli i przy
dobrym kontakcie cieplnym z otoczeniem
(termostatem). Zechciej, Czytelniku,
zauwazyé, ze taki proces (sprébuj
sprawdzi¢, ze dla T = const., wzrost B
spowoduje wzrost M i spadek S) moina
widzieé¢ jako run na akcje, ktore

ida w gbére. Metoda kaskady laczac

na przemian izotermiczne wlaczanie

z adiabatycznym wylaczaniem otrzymuje
sie temperatury w obszarze milikelwinéw.
Troche to pracochlonne, ale czyz nie
 zabawne?

Podobnie jak wyzej, mozna wykazaé, ze — < — < —- oraz —
7otas T n

(po ewentualnym skréceniu) jest utamkiem Fareya, skad — = —-.

To za$, analogicznie jak na poczatku dowodu, implikuje, ze punkt C'
lezy na proste] OB — sprzecznosé.

Do rozwazenia pozostal tylko przypadek, gdy C’ nalezy do
tréjkata ABD. Modyfikujac powyzsze rozwazania (odbijamy C
symetrycznie wzgledem $rodka réwnolegtoboku) tatwo dochodzimy
do wniosku, ze O, C' i D leza na jednej prostej, skad

m m+m”

n n4nat’
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