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Termin nadsylania rozwiazan:
31 VII 1995

Skrót regulaminu
Kazdy moze nadsylac rozwiazania zadan z numeru n w terminie do konca miesiaca n + 3. Szkice

rozwiazan zamieszczamy w numerze n + 4. Mozna nadsylac rozwiazania czterech, trzech, dwóch

lub jednego zadania (kazde na oddzielnej kartce), mozna to robic co miesiac lub z dowolnymi
przerwami. Rozwiazania zadan z matematyki i z fizyki nalezy przesylac w oddzielnych kopertach,

umieszczajac na kopercie dopisek: Klub 44 M lub Klub 44 F. Oceniamy zadania w skali od O do
1 z dokladnoscia do 0,1. Ocene mnozymy przez wspólczynnik trudnosci danego zadania: WT = 4 ­

3S/N, gdzie S oznacza sume ocen za rozwiazania tego zadania, a N - liczbe osób, które nadeslaly

rozwiazanie chocby jednego zadania z danego numeru w danej konkurencji (M lub F) - i tyle

punktów otrzymuje nadsylajacy. Po zgromadzeniu 44 punktów, w dowolnym czasie i w którejkolwiek

z dwóch konkurencji (M lub F), zostaje on czlonkiem Klubu 44, a nadwyzka punktów jest zaliczana
do ponownego udzialu. Trzykrotne czlonkostwo - to tytul Weterana.
Szczególowy regulamin zostal wydrukowany w numerze 2/1995.

Zadania z matematyki nr 299, 300 Redaguje Marcin E. KUCZMA

299. Wyznaczyc wszystkie liczby calkowite n, dla których suma

n2

2:n-lVk=!J
k=l Vk+Vk=!

jest liczba calkowita. (Symbol lx J oznacza najwieksza liczbe calkowita nie

przekraczajaca x.) -

300. Zbiór S C R jest suma skonczonej liczby przedzialów domknietych (dlugosci

dodatniej, skonczonej), parami rozlacznych. Dowiesc, ze dla kazdej funkcji

ciaglej f: S ......•S istnieje niepusty zbiór A C S spelniajacy równosc f(A) = A.

Zadanie 300 zaproponowal pan Leslaw Skrzypek z Rzeszowa.

Rozwiazania zadan z matematyki z numeru 12/1994

Przypominamy tresc zadan:

292. Udowodnic, ze dla kazdych liczb X" X2, ... ,Xn E (O; 1r /4) zachodzi nierównosc

291. Wyznaczyc wszystkie liczby calkowite x, dla których X2 + 19x + 94 jest kwadratem liczby

calkowitej.

ti 2: o.

sin2xI + sin2 X2 + + sin2 Xn

COS2XI+ cos2 X2 + + COS2Xn

( (n) l/n)-ll + IIai
i::::;}

dla i = l, ... , n;

l~ _1<;;: L.J 1+ aj -
i=l

n

~2:(1 + exp(-ti))-l
i=l

Vtg X, . tg X2 •.•.. tg Xn ~

ai = exp(-ti)

Nierównosc (*) przybiera postac

równowaznie:

Jest to wiec po prostu nierównosc Jensena dla funkcji f(t) = (l + exp( _t))-l, wkleslej

w przedziale (O; 00) (o czym latwo sie przekonac obliczajac jej pochodna pierwszego i drugiego

rzedu).

Jesli liczby Xi naleza do przedzialu (O; 1r /4), to liczby ai naleza do przedzialu (O; l). Mozna

przyjac, ze sa to liczby dodatnie (gdy któras jest zerem, teza jest oczywista). Wykonujemy
kolejne podstawienie:

(n) lIn ( n ) -1gai S n tt l : ai - l ;

Rozwazajac wszystkie rozklady liczby 15 na iloczyn dwóch czynników calkowitych znajdujemy

cztery pary (u,v) (u 2: O) spelniajace to równanie: (8,7), (4, l), (4, -l), (8, -7). Kazda z nich
wyznacza rozwiazanie (x, y) wyjsciowego równania. Szukanymi wartosciami niewiadomej x Sa

(odpowiednio) liczby: -6, -9, -10, -13.

292. Podstawiajac tg2 Xi = ai oraz korzystajac z tozsamosci cos2 x = (l + tg2 x)-l,

sin2 x = l - cos2 x, sprowadzamy dowodzona nierównosc do postaci

(2y)2 _ (2x + 19)2 = 15

- czyli (u + v)(u - v) = 15, gdzie u = 2y 2: O, v = 2x + 19.

291. Mamy rozwiazac w liczbach calkowitych x, y (y 2: O) równanie x2 + 19x + 94 = y2,

równowazne nastepujacemu:
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190. Ocenic orientacyjnie maksymalna wysokosc, na jaka moze sie wzbic latawiec o powierzchni

platu S = 0,5 m2 i masie m = 400 g uwiazany na lince o masie na jednostke dlugosci (f = 10 g/m,

jesli predkosc wiatru wynosi v = 15 m/s. Gestosc powietrza jest równa e = 1,3 kg/m'.

189. Gdy wlaczono rotacyjna pompe prózniowa, cisnienie pod kloszem spadlo w czasie tl = 30 s

od cisnienia atmosferycznego p.tm do wartosci tp.tm. Po dlugim czasie praca pompy doprowadzila
do obnizenia cisnienia do wartosci Pk = (1/100)p.tm; nizszego cisnienia nie udalo sie osiagnac ze
wzgledu na nieszczelnosci klosza. Jesli pompe wylaczyc, to po jakim czasie doplyw powietrza przez

nieszczelnosci spowoduje wzrost cisnienia do ~Pa.tm?

197. Statek kosmiczny o masie m zaopatrzony jest w lustro odbijajace swiatlo. Jesli

na to lustro pada prostopadle wiazka swiatla z nieruchomego lasera o mocy P, to po
jakim czasie statek zostanie rozpedzony ze spoczynku do predkosci v równej polowie

predkosci swiatla? Sila grawitacji ani opory ruchu w zadaniu nie wystepuja.

198. Szczelne naczynie z gazem jest przedzielone na dwie czesci o nierównych

objetosciach (rys. 1) i izolowane termicznie. Grzalka elektryczna dostarcza do wnetrza
pewna ustalona ilosc ciepla Q. W którym przypadku cisnienie wzrosnie bardziej:

a) gdy podgrzejemy gaz w mniejszej czesci naczynia,

b) gdy podgrzejemy gaz w wiekszej czesci naczynia,
c) gdy polowe ciepla dostarczymy mniejszej czesci, a polowe - wiekszej?

Cisnienie odczytujemy, zanim temperatury w obu czesciach naczynia sie wyrównaja.

Rozwiazania zadan z fizyki z numeru 12/1994
Przypominamy tresc zadan:

Redaguje Jerzy B. BROJANZadania z fizyki nr 197, 198
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Czolówka ligi zadaniowej
Klub 44 F

po uwzglednieniu ocen rozwiazan

zadan 183 (WT=2,91) i 184 (WT=2,65)

z numeru 9/1994
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Rys. 1

Andrzej Nowogrodzki - Chocianów 41,74

Tomasz Wietecha - Tarnów 40,49

Andrzej Borowski - Aleksandrów K. 38,48

Aleksander Surma - Myuków 25,32

Dariusz Wilk - Rzeszów 20,18

Artur Gawryszcza.k - Dubeczno 17.55

Przemysla.w Gworys - Czestochowa. 14,61

Te zalozenia moga budzic watpliwosci; poza tym dla duzych katów a
nie jest pewne, czy cala masa dm ulegnie odchyleniu w dól (a nie
w bok lub nawet w góre). Dlatego dalej nalezaloby przyjac, ze kat ex

jest niezbyt duzy - np. mniejszy niz 450•

-~~ 'Q6"
Rys. 2 .

Zalózmy, ze plat nosny jest ustawiony pod katem a do poziomu,

a strumien powietrza o przekroju poprzecznym S sin a trafiajac
na plat zmienia kierunek o ten kat nie zmieniajac wartosci

predkosci (rys. 2).

F = ev2 S . 2 sin a sin ~ ,
2

a kierunek sily F jest zgodny z kierunkiem wektora .0.i1, czyli

tworzy z pionem kat 0'/2. Aby znalezc sile N dzialajaca na

linke, wystarczy odjac od F ciezar latawca, tzn.

Nx = Fpez = Fsin~ = 2ev2Ssinasin2 ~,
2 2

Ny = Fpien - mg = Fcos ~ - mg = ev2Ssin2 a - mg.
2

Ocena wysokosci latawca wymaga uwzglednienia wplywu ciezaru
linki i dzialajacej na nia sily wiatru na jej ksztalt; jesli dla

uproszczenia sile wiatru pominiemy, to linka ma ksztalt linii

lancuchowej (wykresu cosinusa hiperbolicznego). Zauwazmy tu,
ze gdy latawiec jest na maksymalnej mozliwej wysokosci, to przy
dolnym koncu linka jest pozioma. Mozna sprawdzic, ze dla linki

poziomej na dole, a na górze napietej sila o skladowych Nx i Ny
wysokosc jest równa

h = Ulg ( 'liN; + N~- Nx) .
Numeryczna analiza otrzymanego wyrazenia prowadzi do

wniosku, ze przy danej wartosci parametru mg/(ev2 S) = 0,0268
maksimum jest osiagane dla kata a wynoszacego 73 e;

wtedy h = 0,44ev2S/(ug) = 655 m. Wyniku tego nie mozna
jednak uwazac za dokladny ze wzgledu na niezbyt dobra
stosowalnosc wspomnianych uprzednio przyblizen do tak

duzych wartosci a; ponadto sila oporu powietrza dzialajaca
na latawiec i linke "przygina" latawiec do ziemi, czyli

rzeczywiste h bedzie mniejsze od wyliczonego. Orientacyjnie
mozna przyjac h ::::> 400 m.

189. W rotacyjnej pompie prózniowej - podobnie jak

w tlokowej - gaz wypelnia wolna przestrzen komory roboczej,

która zwieksza swoja objetosc, po czym nastepuje zamkniecie

otworu wlotowego. ilosc gazu (liczba moli) dn odpompowana

w czasie dt jest wiec proporcjonalna do cisnienia p panujacego

wewnatrz klosza. Poniewaz zmiana cisnienia dp jest z kolei

proporcjonalna do dn (zmiany temperatury pomijamy), wiec

(1) dp=-'\pdt,

gdzie ,\ - stala zalezna od wydajnosci pompy i objetosci

klosza. Rozwiazaniem tego równania jest p = Palme-At, a stad

nietrudno powiazac stala ,\ z danym czasem tI:
In 2

(2) ,\ = -.
tI

Doplyw powietrza przez nieszczelnosci mozna pominac

w poczatkowej fazie odpompowywania, ale dalej jego rola rosnie.

Jesli przyjmiemy, ze doplyw jest proporcjonalny do róznicy

cisnien Palm - P, to wynikajacy z niego wzrost cisnienia jest

równy

(3) dp = .,.(Palm - p) dt,

gdzie.,. - stala zalezna od nieszczelnosci i objetosci klosza.

W stanie równowagi, gdy cisnienie osiagnie minimalna

wartosc Pk. suma przyrostów opisanych równaniami (1) i (3)
jest równa zeru, skad wynika

(4) .,. = '\Pk ::::> '\Pk .
Palm - Pk Palm

Po odlaczeniu pompy wzrost cisnienia jest dany równaniem (3).

Rozwiazujac je znajdujemy

P = Palm - (Palm - pk)e-,l ::::> palm(l - e-,l).
Cisnienie wzrosnie do wartosci ~Palm po czasie t2, który

wyznaczymy z warunku e-,t2 = ~, czyli t2 = .,.-Iln 2, a po
2

podstawieniu równan (2) i (4) mamy

t2 ::::> tI Palm = 3000 s = 50 min.
Pk

Odnotujmy jeszcze, ze typowe pompy rotacyjne osiagaja

cisnienia rzedu 1 Pa, zatem ograniczenia technologiczne

(parowanie oleju itp.) nie maja istotnego wplywu na

równowagowa wartosc cisnienia Pk.

190. Sile dzialajaca na latawiec obliczymy ze wzoru

F = dp = dm .0.i1
dt dt '

gdzie dm - masa powietrza, które w czasie dt zmienilo predkosc
o .0.i1.

Wtedy

zatem

dm = evSsina,
dt

.0.v = 2vsin ~,
2
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