Bilard Weyla, czyli raz jeszcze

o metodzie obrazéow
Krzysztof REJMER

... Oto jest korytarz. Jezeli otworzysz drzwi
naszego salonu, zobaczysz malusienki skrawek
korytarza w Domu po Drugiej Stronie Lustra:
i jak glteboko wzrok siega, jest on bardzo podobny
do naszego korytarza, tylko, wiesz, tam dalej
moze byé zupelnie inny. Och, Kiciu! Jak milo
bytoby przedostaé sie do Domu po Drugiej Stronie
Lustra! Jestem pewna, ze sa tam, och, takie piekne
rzeczy! Sprobujmy udad, ze znalezlidmy sposab
przedostania sie tam, Kiciu.
Lewis Caroll
O tym, co Alicja odkryta po drugiej stronie lustra
ttum. Macieja Stomezynskiego

Rozwazmy stol bilardowy w ksztalcie kwadratu, ktérego bok

ma jednostkowa dlugosé. Po stole porusza sie bez tarcia kula,
odbijajac sie sprezydcie od band. Pomiedzy kolejnymi zderzeniami,
zgodnie z prawami mechaniki klasycznej, kula porusza sie ruchem
jednostajnym prostoliniowym. Zderzenia ze Scianami sa sprezyste,
co oznacza, ze warto§é predkosci kuli nie zmienia sie, zmianie ulega
jedynie kierunek jej ruchu w taki sposéb, ze kat odbicia jest réwny
katowi padania. W naroznikach stotu znajduja sie otwory (male,
czarne dziury), w ktére kula wpada, jesli tylko trafi w naroznik.

Wyobrazmy sobie, ze z jednego z naroznikéw (na przykltad A, rys. 1)
wylatuje kula pod katem « do boku AB. Interesowac nas bedzie
nastepujace zagadnienie: jakie warunki musza by¢ spelnione, by kula
wpadla w jeden z otwordw znajdujacych sie w naroznikach, a takze,
jak dlugo bedzie trwatl jej ruch.
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Rys. 1. Ruch kuli na kwadratowym stole bilardowym. Katy padania i odbicia na
sciankach BC' | AD sa zawsze réwne o, natomiast na éciankach AR i DC sa zawsze
réwne 90° — a.

Na poczatek rozwazmy przypadek, gdy tg « jest liczba wymierna,
to znaczy, gdy:

tga = 4 )
q
gdzie p 1 ¢ sa liczbami wzglednie pierwszymi. Kiedy kula zderzy
sie ze Sciana BC' (to moze nastapi¢ od razu albo po kilku

odbiciach od §cian AB 1 C'D), dokonajmy zwierciadlanego odbicia
kwadratu ABCD wzgledem prostej BC.
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Posredni
stan skupienia:
materia sypka

Maria
MASSALSKA-ARODZ

Materialy sypkie, takie jak piasek,

s6l, cukier, wszelkiego rodzaju zwiry,
proszki czy granulaty skladaja sie z wielu
malych ziaren. Stykamy sie z nimi

w zycin codziennym, sa powszechnie
stosowane w przemyséle. W przyrodzie
wlasnosci materialéw sypkich sa prazyczyna
kataklizméw, takich jak osuwanie si¢ ziemi
czy lawiny. Poznanie wlasnodci materialéw
sypkich, a sa one czesto zagadkowe, wydaje
sie zatem bardzo istotne.

Zacznijmy od pytania o stan skupienia
piasku wsypanego do naczynia. Wydaje
siec oczywiste, ze uktad taki jest w stanie
stalym. Sprébujmy jednak obrécié
naczynie! Otéz, gdy tylko nachylenie
powierzchni piasku przekroczy pewien
kat (nazywany maksymalnym katem
stabilnoéci ©, - rys.), to dalszy, nawet
nieznaczny obrét naczynia spowoduje
jakby przejicie fazowe (podobnie jak
ogrzanie lodu powyzej 0°C) do stanu,
w ktérym ziarenka piasku zaczynaja
spontanicznie tworzy¢ ,lawiny”.
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maksymalny
kat stabilnosci ©,

kat odpowiedzi




Obserwujemy wyrazny efekt plynigcia,

a wiec zjawisko charakterystyczne dla
stanu cieklego. Réwnoczesnie mozna
zauwazyc, ze przebiega ono w bardzo
ciekawy sposéb, na pewno inaczej

niz w zwyklej cieczy. Otéz, w ruchu
uczestnicza jedynie ziarna z cienkiej
warstwy znajdujace] sie bezposrednio
przy powierzchni piasku. A wiec tak
naprawde w stanie cieklym jest jedynie
ta warstwa ziaren. Pozostale ziarna sa
nieruchome, a wiec ta cze$é ukladu jest
nadal w stanie stalym. ,Lawiny” biorace
udzial w zjawisku plyniecia zmniejszaja
kat nachylenia powierzchni piaskn.
Proces plyniecia ustaje, gdy nachylenie
powierzchni zmaleje do kata zwanego
katem odpowiedzi ©, < ©,. Uklady
sypkie maja zatem dwa katy graniczne

— pomiedzy tymi katami nachylenia uktad
znajduje sie w stanie metastabilnym. To,
czy uklad pozostanie stabilny w danym
stanie skupienia, czy tez nastapi przejscie
fazowe do innego stanu, zalezy od historii
eksperymentu. Potwierdzeniem takiej
obserwacji moze byé do$wiadczenie

z sypaniem pryzmy piasku. Spontaniczne
plyniecie ziaren nie wystapi, jesh kat
nachylenia © powierzchni pryzmy bedzie
mniejszy od kata ©,. Natomiast mozna go
oczekiwaé zawsze, gdy kat nachylenia ©
przekroczy maksymalny kat stabilnosci O,
nawet gdyby$émy ostroznie dokladali do
pryzmy po jednym ziarenku.

Zastandwmy sie teraz nad tak
podstawowym parametrem
charakteryzujacym uklady materialne jak
gestosé. Otéz dla piasku wsypanego do
cylindra zaskoczy nas brak jednoznacznosci
wyniku otrzymanego z do$wiadczenia.
Wystarczy potrzasnaé cylindrem, aby
pierwotna wysokos¢ stupka piasku
wypelniajacego cylinder obnizyla si¢
wyraznie — okazuje sig, ze gestosé piasku
moze si¢ tym sposobem powiekszy¢ az
0 10%. Zmienia sie przy tym wspélczynnik
npakowania ziaren u, czyli ulamek
catkowitej objetosci prébki, ktora zajmuja
ziarna. W stanie stalym upakowanie u nie
moze przekroczyé wartosci umax = 0,74,
ktéra charakteryzuje najdoskonalsze
upakowania jednakowych kul (jak to
wykazal Kepler). Natomiast najluzniejsze
upakowanie, ktére jednak zapewnia
jeszeze mechaniczna stabilnodé nktadn,
charakteryzuje znacznie mniejsza wartosé
wspétczynnika upakowania #min = 0,56.
Jedli upakowanie jest mniejsze od tej
progowej wartosci, to piasek zaczyna
plynaé. Zatem efekt plyniecia lub

" jakiejkolwiek deformacji w materiale
sypkim jest zwiazany z mozliwoscia
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Rys. 2. Stél bilardowy i jego zwierciadlane odbicie.

Od tego momentu bedziemy rozwazaé¢ ruch zwierciadlanej kuli na
zwierciadlanym stole bilardowym A! BC' D! tak dlugo, az wreszcie
kula uderzy w éciane A' D'. Dokonamy wtedy zwierciadlanego
odbicia naszego zwierciadlanego stotu wzgledem prostej A' D!
otrzymujac kolejny stét bilardowy A B'C1 D!, ktéry jest tozsamy
(z dokladnoscia do translacji) z wyjsciowym stotem ABCD.
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Rys. 3. Kwadratowy stél bilardowy 1 jego dwa kolejne zwierciadlane odbicia.

Oczywiscie, przez caly czas $ledzimy ruch kuli, ktéra na przemian
] o »
jest prawdziwa kula, to znowu jej zwierciadlanym odbiciem.

Zapomnijmy teraz o zwierciadlanych swiatach 1 wyobrazmy sobie
nieskonezenie dlugi stél bilardowy ograniczony odcinkiem AD

1 polprostymi AB 1 DC'. Zamiast analizowa¢ ruch kuli

na kwadratowym stole, zajmiemy sie jej ruchem na stole
nieskonczonym, ktéry jest mu rownowazny. Stoly zwierciadlane
byly tylko posrednim elementem konstrukeji. Kazdemu odbiciu
od boku DC' (AB) kwadratowego stolu wzajemnie jednoznacznie
odpowiada odbicie od pétprostej DC' (AB) na nieskoriczonym
stole. Kazdemu odbiciu od boku BC' (AD) stotu kwadratowego
takze wzajemnie jednoznacznie odpowiada przejscie przez odcinek
B'C' (A'D") na nieskoniczonym stole; linie te powstaja w trakcie
zwierciadlanych odbié¢ jako wielokrotne obrazy bokéw BC' (AD)
pierwotnego stohu.

Z rysunku 4 widzimy, ze i-ty punkt odbicia kuli od nieskoriczonych
band jest odlegly od boku AB o i - g. W szezegdlnosel dla i = p
otrzymamy liczbe catkowita p, co odpowiada trafieniu kuli

w naroznik w naszym wyjsciowym zagadnieniu. A zatem, zanim kula
trafi w naroznik, p — 1 razy odbije si¢ od band AB 1 CD oraz ¢ — 1



Jego rozprezenia, czyli zmniejszenia
wspélezynnika upakowania. Dla ilustracji
przywolam tu eksperyment, ktéry pewnie
kazdy przeprowadzil sam stapajac po
wilgotnej, piaszczystej plazy. Deformacja
wywolana cisnieniem postawione] na
piasku stopy powoduje, ze powstaje
wokdl niej wzgdrek suchego piasku.
A "o Ry Al Ky Ry B! Jest to wywolane rozsunigciem sig
¥ ziarenek, co pozwala wodzie znajdujacej
, ; s , ) - si¢ w wolnych przestrzeniach pomiedzy
Rys. 4. R; oznaczaja punkty kolejnych odbi¢ kuli od band AB i DC nieskonczonego . i e .
stolu bilardowego, natomiast K ich rzuty prostopadle na réwnolegly bok. Jedli ziarenkami przedostaé sig glebiej. Dla
tger= £, to AKy = RiKip1 = KiRiys = 2. ukladdéw sypkich istotna jest zardwno
wlasnosé sztywnosci, charakterystyczna
dla stanu stalego, jak i wlasnosé plyniecia,
wzajemnie jednoznacznie odbiciu kuli od boku kwadratowego typowa dla cieczy. To, z jakim zjawiskiem
stolu. Wynika stad, ze kula doznaje p + ¢ — 2 zderzein z bandami - mamy w konkretnym przypadku
do czynienia, jest uwarnnkowane
geometrycznym upakowaniem takich
nieuporzadkowanych ukladdéw.

razy przetnie linie A'D? lub BiC?; kazde z tych zdarzeni odpowiada

kwadratowego stolu bilardowego, zanim wpadnie w naroznik.
Dhugosé odcinka AR, (a takie kazdego z odcinkéw R; Rit1) jest

réwna;
Juz podkreslatam, Ze nie jest sprawa

2
e (Q) _ oczywista, do jakiego stanu skupienia
D zaklasyfikowaé¢ materialy sypkie.
A zatem dhugosdé tamanej przebytej przez kule wynosi: Potwierdza to obserwacja zachowania
5 2 ' sie fal akustycznych w tych ukladach.
l=p-s=vp'+¢. Wiadomo, ze dZwiek rozchodzi sig dobrze

Jesli przez v oznaczymy predkoéé kuli, to czas trwania ruchu w substancjach w dowolnym stanie
skupienia. Tymczasem, pomimo ze
poszczegdlne ziarna piasku sa wyraZnie
cialem stalym (o skladzie chemicznym

kuli, od momentu jej wystrzelenia do momentu znalezienia sie
w narozniku, jest rowny:

t = E /p? + ¢2 . danym wzorem 5iOz), to w prébce
v wypelnionej piaskiem fala akustyczna
Jezeli tg o jest liczba niewymierna, to i-ty punkt zderzenia kuli rozchodzi sie znacznie wolniej niz w prébee
z nieskoticzonymi bandami AB 1 DC jest odlegly od boku AD jednorodnej (bez ziaren) o tym samym
o ictg . Poniewaz jest to liczba niewymierna, wnioskujemy, ze kula skladzie: predkos¢ diwigku w prébee

nigdy nie znajdzie sie¢ w narozniku kwadratowego stotu, a jej ruch Skiadani‘CCJ Bt & wigt S,Zklanyc}l s
¢ o érednicy 0,5 cm jest réwna 280 m/s,

- podczas gdy w jednorodnej prébee szklanej
(U, T) S a —t(a) €[0,00], jest okolo 15 razy wicksza. Rozchodzenie

2 si¢ dzwieku jest wiec uzaleznione nie tyle
od sktadu chemicznego prébki, ile od
sposobu wypelnienia jej objetosci ziarnami.
zbioru liczb rzeczywistych), natomiast gdzieniegdzie (tam, gdzie tg o Stwierdzono ponadto, ze predkosé
jest liczba wymierna) przyjmuje wartoéé skoficzona. Interesujace rozchodzenia sig fal glosowych Jest silnie
byloby zbadanie wlasnosci tej funkeji. Moze kto$ z Czytelnikéw uzalezniona od wzajemnego nacisku

: N ziaren, Jedli ziarna ledwo sie dotykaja
- ! e f ey . )
Delty bedzie mial jakie$ ciekawe pomysty? S0vitzus piadioht Tl jost niswiitis

bedzie trwal nieskonczenie dlugo. Funkcja

Jest doéé niezwykla, poniewaz ,na ogél” przyjmuje wartosé
nieskonczona (zbidr liczb niewymiernych jest gestym podzbiorem

Powréémy do przypadku, gdy tg « jest liczba niewymierna. w ‘_1“-45.‘;“’3" Pryzmi? piasku wza_‘J:em“-‘" '
W Delcie 7/1994 ukazal si¢ artykul Pawta Strzeleckiego ,,O potegach B Zian Tomie, gy Zhliamy o

e = : i ) * do podloza. Predkodé fali akustycznej
dwdjki”, w ktérym cytowane jest nastepujace twierdzenia Hermanna w piaszczystej pryzmie bedzie zatem réina

Weyla: na réznych wysokoéciach (na szczycie
bedzie bliska zeru, a na gltebokosci h bedzie
proporcjonalna do hl"'e)‘ Z powodu takiego
rozkladu predkosdci fala akustyczna nie

Twierdzenie

Niech x bedzie liczbg niewymierng, natomiast a 1 b liczbami

rzeczywistyms spetniajgeymi warunek: 0 < a < b < 1. Zdefiniujmy bedzie w stanie utrzymaé pierwotnego
nastepujacy cigg liczbowy: ¢; = iz — [iz]. Niech K;(a,b) bedzie poziomego kierunku rozchodzenia sig na
liczbg elementow zbioru {e,, € (a,b) : 1 < n < i}. Zachodzi wtedy ca.lej.iwys.okoéci pryzmy. Wektor predkosci
nastepujgea rownosé: bf:dm;:_ e s.topmowo‘odchyla}ny. 0(.1 .
; kierunku poziomego a7 pozostanie jedynie
lim Ai(‘_l’ b) = s sktadowa pionowa predkosci dZwicku.
i—oco P —




Rzeczywiscie odglos huczacych fal
morskich jest bardzo slaby, jesli od morza
oddziela nas piaszczysta wydma.

Inna ciekawa wlasno$é materiatéw sypkich
mozna zauwazy¢ obserwujac przesypywanie
sig piasku w klepsydrze odmierzajacej czas.
Otdz, czas ,wyplywu” piasku z gdrnej
czescl klepsydry jest proporcjonalny
do ilosci piaskn zebranego powyzej
otworn. W odréznienin od cieczy, gdzie
predkosé wyplywu zalezy od wysokosci
stupka cieczy ponad otworem, predkosé
»Wyplywu” strumienia ziaren jest stala
niezaleznie od tego, jak duzo piasku
jest nadal w naczyniu. Po prostu ciezar
piasku jest réwnowazony przez sily tarcia
przy Sciankach naczynia. Szczegélowe
obserwacje wyplywu piasku przez otwory
pozwolily stwierdzié, ze strumien piasku
opuszczajacy cylinder wytwarza bardzo
zlozony ruch ziaren wewnatrz cylindra.
Nad otworem powstaje stozek, ponizej
ktérego ziarna piasku sa nieruchome.
Natomiast wewnatrz stozka ziarna
poruszaja sie tworzac fronty, gdzie
gestos¢ ziaren jest wyraZnie mniejsza
niz w otoczeniu. Ich przemieszczanie sie
w czasie jest regularne. Mozna powiedzieé,
ze przeplyw piasku przez cylinder
przebiega w formie fal gestosci.

Przedstawilam jedynie niektére z wlasnosci
materialow sypkich. Pokazuja one,
ze uklady te zachowuja sie inaczej
_niz ciecze (np. przy wyplywie ziaren),
ale rowniez odmiennie niz ciala stale
(np. przy transmisji dZwieku). Pomimo
Ze zajmowano si¢ materialami sypkimi
juz od dos$é dawna (Hooke okolo
roku 1700, Faraday — 1831 r., Reynolds
— 1885 r.), wiele z wlasnodci materialéw
sypkich czeka jeszcze na wyjasnienie.
Zachowanie sie ukladéw sktadajacych
si¢ z wielu ziaren stanowi przedmiot
symulacji komputerowych oraz rozwazan
teoretycznych, a takze sktania do nowych
doswiadczen. Najnowsze rezultaty sa
publikowane w najbardziej renomowanych
czasopismach [1-5].
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Z réwnosel, o ktdre] méwi twierdzenie, wnioskujemy, ze dla dowolnej
liczby r nalezacej do odcinka otwartego (0, 1) 1 jej dowolnie malego
otoczenia istnieje takie 7, ze iz — [iz] nalezy do tego otoczenia.
Wybierajac @ = ctg a od razu zauwazamy, ze iz jest odlegloscia
i-tego punktu zderzenia kuli z jedna z band AB lub DC' od

boku AD na nieskoriczonym stole bilardowym, podczas gdy iz — [iz]
Jest odpowiadajaca jej odlegloscia na stole kwadratowym. Plynie
stad wniosek, ze w dowolnie malym otoczeniu dowolnego punktu,
nalezacego do boku AB lub C'D kwadratowego stolu, znajduja sie
punkty, w ktérych kula odbija sie od bandy. Oczywiscie, to samo
mozna powiedzie¢ o bokach AD i1 BC'. Przez punkt ten przechodza
dwie proste nachylone do boku pod katem a 1 180° — o, wzdluz
ktérych kula poruszala sie przed 1 po zderzeniu z banda. Jesli teraz
wezmiemy dowolny punkt z wnetrza kwadratu, to w kazdym jego
otoczeniu znajdzie sie przynajmniej jedna taka prosta. A zatem
kula bilardowa po dostatecznie dtugim czasie przejdzie dowolnie
blisko kazdego z wewnetrznych punktéw stotu bilardowego. Jest

to prawda dla prawie wszystkich warunkéw poczatkowych, poza
zbiorem odpowiadajacym poczatkowym predkosciom kuli, ktére
tworza z bokiem kwadratu katy o wymiernej wartosci tangensa.

Kiedy stopa wywiera nacisk na piasek ubity cofajacym sie

odptywem, najblizsze otoczenie stopy natychmiast wysycha. ..

Nacisk stopy powoduje objetosciowe powickszenie si¢ piasku, a wiec

szczeliny w otaczajacym piasku weiagaja wiece] wody wywolujac

wysuszenie az do momentu, gdy z dotu podniesie sie dostateczna jej

ilo§¢ do ponownego zwilgotnienia. Podnoszac stope na ogdt widzimy,

ze piasek pod nia i wokél niej natychmiast wilgotnieje. Dzieje sie tak

na skutek reakeji piasku po usunieciu dziatajacych przedtem sit. ..

Osborn Reynolds

British Association Report, Aberdeen, 1885

Gdybysmy zapytali kogokolwiek z dwdchset tysiecy milionéw
mezezyzn, kobiet 1 dzieci, ktérzy od poczatku dwiata kiedykolwiek
przechadzali sie¢ po mokrym piasku, ilu z nich, przed posiedzeniem
Brytyjskiego Towarzystwa w Aberdeen w 1885 roku, na pytanie:
»Czy piasek pod stopami ulega scisnieciu?”, odpowiedzialoby
inaczej niz , Tak!”? (W przeciwienstwie do stapania po dnie morskim
pokrytym mokrymi wodorostami. )
Lord Kelvin
Baltimore Lectures, 1904

Jakiekolwiek jest najscislejsze przypadkowe upakowanie,
z eksperymentéw Osborna Reynoldsa na wybrzezu morskim staje
sie jasne, ze najmniejsze choéby zaklécenie zwieksza rozmiary luk.
Te sama zasade moze wyjasni¢ sztuka magiczna hinduskiego fakira,
o jakiej wspomina Martin Gardner. Cylindryezny dzbanek z doéé
waskim otworem napelnia sie niegotowanym ryzem, delikatnie
potrzasajac tak, aby dobrze si¢ utozyt. Néz kuchenny zanurza sie
kilkakrotnie do dzbana, za kazdym razem coraz glebiej. Po okolo
dwunastu zanurzeniach néz nagle uwieiznie tak mocno, ze w trakcie
wyclagania bedzie sie podnosit caly dzbanek z ryzem.
H.S.M. Coxeter
Wstep do geometrii dawnej ¢ nowey, 1961



