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Pawel STRZELECKI

Prawie kazdy z nas lubi, chocby od czasu do czasu, zalozyc sie np. o duze lody,

szczególnie gdy wie, ze ma ogromne szanse na to, by zaklad wygrac. Podamy

dzis propozycje pewnego zakladu, na która mozna nabrac znakomita wiekszosc

osób nie znajacych rachunku prawdopodobienstwa.

Przypuscmy, ze jestesmy na sredniej wielkosci rodzinnym weselu, na którym

bawi sie (lepiej lub gorzej) piecdziesiecioro gosci w naj rózniejszym wieku.

Zalózmy sie z jednym z nich, ze wsród wszystkich weselników znajda sie

przynajmniej dwie osoby, które obchodza swoje urodziny tego samego dnia

(to znaczy, obie urodzily sie np. 19 sierpnia, choc niekoniecznie w tym samym

roku). Wielu laików uwaza, ze to malo prawdopodobne zdarzenie. Gdy sie spyta,

dlaczego tak sadza, mozna na ogól uslyszec odpowiedzi w rodzaju:

No, ... to chyba oczywiste: przeciez dni w roku jest az 365, a gosci tylko 50;

mozna na przyklad dla kazdego wybierac date urodzenia w innym tygodniu roku

(na mnóstwo sposobów), a i tak jeszcze zostana dwa tygodnie w zapasie.

To jednak zludne wrazenie. Przekonajmy sie o tym za pomoca rachunku.

Oznaczmy dla wygody liczbe wszystkich gosci przez n. Zalózmy tez dla

uproszczenia, ze rok zawsze ma 365 dni i ze wszystkie daty urodzenia sa

jednakowo prawdopodobne. Gdy sprawdzamy, kto wygral zaklad, to musimy

z karteczka i olówkiem w reku podejsc do kazdego goscia i zapisac dzien

i miesiac jego urodzenia. Otrzymamy w ten sposób n-wyrazowy ciag dat; kazda

z tych dat moze miec jedna z 365 róznych wartosci. Dla n = 2 takich ciagów jest

3652 (wyobrazmy sobie wielka kwadratowa tabele 365 x 365; par dat urodzin

jest dokladnie tyle, co pól tabeli). Dla n = 3 takich ciagów jest 3653 (tym

razem mozna pomyslec o tabeli w ksztalcie szescianu). W ogólnym przypadku

n-wyrazowych ciagów dat jest 365n.

A ile jest ciagów wygrywajacych, w których przynajmniej dwie daty sa takie

same? To tez nietrudno obliczyc. Od liczby wszystkich ciagów, 365n, trzeba

odjac liczbe ciagów przegrywajacych, czyli takich, w których wszystkie daty sa

rózne. Tych ostatnich jest

365·364·363· .... (365 - n + 1) .

Dlaczego? Jesli bowiem chcemy dla n gosci wybrac rózne daty urodzin, to dla

pierwszego mamy do wyboru wszystkie 365 mozliwosci, dla drugiego - juz tylko

364 mozliwosci (bo wykreslilismy juz jedna date z kalendarza), dla trzeciego

- 363 mozliwosci, itd. Wreszcie, wybierajac date urodzin dla n-tego goscia

mamy 365 - n + 1 mozliwosci, bo w kalendarzu (n - 1) miejsc zajely (rózne!)

daty urodzin poprzednich (n - 1) gosci.

Gdy, tak jak w naszym przypadku, wszystkie mozliwe wyniki losowego

doswiadczenia sa jednakowo prawdopodobne, to prawdopodobienstwo wygranej

oblicza sie dzielac liczbe wyników wygrywajacych przez liczbe wszystkich

wyników. Zatem, prawdopodobienstwo Pn zdarzenia polegajacego na tym,

ze przynajmniej dwóch sposród n weselnych gosci wyprawia swoje przyjecia

urodzinowe w tym samym dniu, jest równe

365n - 365 . 364·363· .... (365 - n + 1) 365'

Pn = 365n = 1 - (365 _ n)!365n .
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Rozwiazanie zadania M 729.

4( abc + abd + acd + bcd) =

= 4ab( c + d) + 4cd( a + b) =

= [(a + b)2 - (a - b)2](c + d) +

+[( c + d)2 - (c - d)2]( a + b) ~

~ (a + b)2(c + d) + (c + d)2(a + b) =

= (a + b + c + d)(a + b)(c + d) =

=4(a+b)(c+d)=

= (a + b + c + d)2 - (a + b - c - d)2 ~

~ (a + b + c + d)2 = 16,
zatem abc + abd + acd + bcd ~ 4

i równosc zachodzi dla a = b = c = d = 1.

Dla n = 50 mamy P50 = 0,97 .... Na pytanie, co to wlasciwie znaczy, Uczony

Statystyk powiedzialby dosc metnie, ze jesli bedziemy na stu róznych

piecdziesiecioosobowych weselach i na kazdym raz zalozymy sie w opisany

wyzej sposób, to wygramy, srednio rzecz biorac, okolo 97 razy. Mozna

próbowac zakladac sie i na weselach, na których jest na przyklad 40 gosci

(a na stuosobowym weselu naprawde warto spróbowac kogos naciagnac). Dla

zainteresowanych podajemy kilka przykladowych wartosci Pn dla róznych n.

I jeszcze jedno: najmniejsza liczba naturalna n, dla której Pn > ~, jest 23.
2

Ci Czytelnicy Delty, którzy chodza jeszcze do szkoly, moga sprawdzic, czy w ich

klasie sa dwie osoby obchodzace urodziny tego samego dnia.

100

0,9999996 ...

Rozwiazanie zadania M 730. Kazdy

wielomian stopnia nieparzystego ma

co najmniej jeden pierwiastek rzeczywisty

(bo jest funkcja ciagla, dla dostatecznie

malych argumentów przyjmuje wartosci

przeciwnego znaku niz dla dostatecznie

duzych). Gdyby wielomian W mial

wiecej niz jeden pierwiastek rzeczywisty,

to jako wielomian trzeciego stopnia

rozkladalby sie na iloczyn dwumianów

o wspólczynnikach rzeczywistych, mialby

wiec trzy pierwiastki rzeczywiste (liczac

z krotnosciami). Jednak w przypadku

wielomianu W jest to niemozliwe gdyz

ze wzoru Viete'a wynika, iz iloczyn

pierwiastków by lby równy l, a W (x) < O

dla x < O i W(x) > O dla.t: > 1.

Rozwiazanie zadania M 731. Nie.

Gdyby bowiem dla pewnych a, q > O bylo

a=VPl, aqn=VP2, aqm=,jp3,

gdzie m > n sa naturalne, to rugujac

z trzech powyzszych równosci a i q

otrzymalibysmy

lub równowaznie p?; = p;.n-np~.
To zas jest sprzeczne z twierdzeniem

o jednoznacznosci rozkladu na czynniki

pIerwsze.

Jednoelektronowa komórka pamieci

Naukowcy z laboratorium koncernu Hitachi skonstruowali komórke pamieci

komputerowej, która prawdopodobnie przyczyni sie do rewolucji w dziedzinie

przechowywania informacji. Komórka ta wykorzystuje dokladnie jeden elektron

do zapisu jednego bitu informacji. Dla podkreslenia wagi tego osiagniecia

nalezy dodac, ze obecnie stosowane elementy pamieci, aby uzyskac ten sam

efekt, potrzebuja okolo 500 000 elektronów. Uklady pamieci oparte na zapisie

jednoelektronowym beda zuzywaly milion razy mniej mocy i zajmowaly 10 000

razy mniejsza powierzchnie niz obecnie powszechnie dostepne uklady pamieci.

Pierwsze doniesienie o komórce pamieci wykorzystujacej mala liczbe nosników

(100 elektronów do zmagazynowania jednego bitu informacji) pojawilo sie

na pnczatku 1993 roku. Niestety, ta struktura elektroniczna pracowala tylko

w ekstremalnie niskiej temperaturze 0,03 K. Natomiast naukowcy z laboratorium

Hitachi twierdza, ze opracowana przez nich jednoelektronowa komórka pamieci

pracuje w temperaturze pokojowej.

Uzyskanie tej komórki bylo mozliwe dzieki zastosowaniu nowoczesnych

technologii i nowoczesnych materialów. Strukture elektroniczna tego

elementu zbudowano na warstwie izolacyjnej arsenku galu. Najpierw przy

uzyciu wiazki elektronowej wycieto w tej warstwie kanaly o szerokosci

100 nm i glebokosci kilku warstw atomowych. Nastepnie kanaly wypelniono

cienka warstwa amorficznego krzemu. Wreszcie struktura zostala wygrzana

w temperaturze 750°C. W czasie tego procesu krzem zrekrystalizowal tworzac

warstwe polikrystaliczna o rozmiarach ziaren okolo 10 nm. N a skutek efektów

zlaczowych przy brzegach kanalów ich efektywna szerokosc wynosila nie 100,

lecz 10 nm. W takich kanalach droge dostepna dla elektronów stanowi "drut"

zlozony z kolejnych ziaren krzemu. Przeplyw pradu odbywa sie tu poprzez

tunelowanie pojedynczych elektronów miedzy granicami kolejnych ziaren.

Pamiec jednoelektronowa wykorzystuje zjawisko blokady kulombowskiej.

Poniewaz komórka pamieci ma bardzo male rozmiary, wiec po wpuszczeniu do

niej jednego elektronu jej potencjal zwieksza sie na tyle, ze nastepny elektron nie

moze do niej wplynac. Z drugiej strony elektron samorzutnie nie moze opuscic

komórki. Dwa stany komórki - z i bez elektronu - moga reprezentowac jedynke

i zero informacji cyfrowej.

Jacek JASINSKI
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