Kacik olimpijski (8)

F;

Zasada szufladkowa Dirichleta (2)

Poprzedni kacik olimpijski byl poéwiecony zadaniom algebraicznym
wykorzystujacym zasade szufladkowa Dirichleta. Ten kacik zawiera zadania
geometryczne, przy rozwiazywaniu ktérych moze byé pomocna owa zasada.

1. Udowodnié, ze w dowolnym 2n-kacie wypuklym istnieje przekatna
nieréwnoleglta do zadnego z bokéw tego wielokata.

Rozwigzanie. Przypuéémy, ze kazda sposréd 3(2n)(2n — 3) = n(2n — 3)
przekatnych danego 2n-kata jest réwnolegta do pewnego z jego bokéw. Poniewaz

n(2n — 3)

2n
wiec na mocy zasady szufladkowej Dirichleta istnieje bok, do ktérego jest

réwnolegtych co najmniej n — 1 przekatnych. Stad wynika, ze dany wielokat ma
co najmniej 2n + 1 wierzchotkéw (dlaczego?). Uzyskana sprzecznodé dowodzi
tezy zadania.
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2. Pigciokat wypukly ma wierzchotki w punktach kratowych. Wykazaé,
Ze zawiera on w swoim wnetrzu co najmniej jeden punkt kratowy.

Rozwigzanie. Przypuéémy, ze dany pieciokat nie zawiera w swoim wnetrzu
punktéw kratowych. Oznaczmy przez S zbiér wszystkich pieciokatéw wypuklych
o wierzchotkach w punktach kratowych lezacych na obwodzie danego pieciokata.
Zbidr S jest niepusty i skoficzony, a wige w zbiorze tym istnieje pigciokat

o najmniejszym polu. Oznaczmy go przez P, a jego wierzchotki przez P, ..., Ps.
Kazdy z punktéw P; ma wspélrzedne jednego z czterech typéw: (p,p), (p,n),
(n,p), (n,n), gdzie p i n oznaczaja odpowiednio liczby: parzysta i nieparzysta.
Wierzchotkéw pigciokata jest pieé, skad, na mocy zasady szufladkowej, istnieja
dwa rézne punkty Py, P tego samego typu. Dowodzi to, 7e §rodek M odcinka
Py Py jest punktem kratowym. Obwdd pieciokata P nie zawiera jednak punktéw
(nie llczegc wierzchotkéw) o wspo}rzgduvch calkomtych (dlaczego?) Punkt M
nalezy wiec do wnetrza P, wbrew uczynionemu wezeéniej zatozeniu. ;

3. W kwadracie K o boku 130 znajduje sie 1995 kwadracikéw o boku 1.
Udowodni¢, ze w kwadracie K mozna umieécié kolo o promieniu 1 roztaczne
z owymi kwadracikami.

Rozwigzanie. Oznaczmy male kwadraciki przez K, Ko, ..., K995. Niech F}
(2= 152 o0, 1995) b@dzie figura zlozona z punktéw odlegtych od kwadratu K;
o nie wiecej niz 1 (rys.). Srodek kota o promieniu 1, ktéry ma by¢ rozlaczny
z kwadracikami /;, musi by¢ odlegly od brzegu kwa,dra,tu K o wigcej niz 1, czyli
musi naleze¢ do wnetrza kwadratu o boku 128. Jesli przez | X| oznaczymy pole
figury X, to

1995

> |Fi| = 1995 - (x +5) < 1282,

i=1
Stad istnieje w K punkt O nie nalezacy do zadnej z figur F; i od]eg}y od brzegu
kwadratu K o wigcej niz 1. Zatem koto o érodku O i promieniu 1 jest zawarte
w kwadracie K 1 nie ma punktéw wspélnych z zadnym z kwadracikéw K;.

Nastepne zadania pozostawiamy Czytelnikom do samodzielnego rozwiazania.

4. W kwadracie o boku dlugosci 1 danych jest 101 punktéw. Wykazaé, e pewne
trzy sposréd tych punktéw tworza tréjkat o polu nie wigkszym niz 1/100.

5. Kazdy punkt kratowy na plaszczyznie pomalowano na jeden z dwéch
koloréw. Udowodnicé, ze istnieje prostokat o bokach réwnoleglych do osi ukladu
wspolrzednych i wierzchotkach w punktach kratowych jednakowego koloru.

6. W kwadracie o boku d}ugosa 1 danych jest 51 punktow Wykazaé, ze pewne
trzy sposréd tych punktéw mozna przykryé kolem o promieniu 1/7.

7. W prostokacie o wymiarach 3 x 4 danych jest 6 punktéw. Wykazaé, ze wérdd
nich istnieja takie dwa, ktérych odlegloéé jest nie wicksza niz /5.

8. Dowieéé, ze w dowolnym szeiciokacie wypuklym pewna przekatna odcina
tréjkat o polu nie wiekszym niz 1/6 pola szesciokata.
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