Twierdzenie Ptolemeusza,

twierdzenie Carnota
1 ciekawostka

Henryk PAWLOWSKI

Twierdzenie Ptolemeusza znamy dobrze. Na tamach Delty pojawialo
sie kilka razy, cho¢ nie przypominam sobie, aby kiedykolwiek
towarzyszyl mu dowéd elementarny, odwolujacy sie jedynie do
wiedzy ucznia szkoly podstawowej.

Warto zatem raz jeszcze wrécié do tego twierdzenia, zwlaszeza
ze przyda sie nam w dalszej czedei artykulu. A brzmi ono
nastepujaco.

W kazdym czworokqcie wypuklym ABCD iloczyn diugose:
przekginych nie przekracza sumy oczynow dlugoser przeciwleglych
bokdw,

(1) AC-BD < AB-DC+ BC-AD,

przy czym rownoesé ma miejsce wiedy 1 tylko wiedy, gdy

czworokal ABC'D mozna wpisaé w okrag.

Oto elementarny dowdd. Obierzmy
wewnatrz czworokata (rys. 1)
punkt P tak, by £LPAD = £CBD
oraz LADP = /BDC. Wowczas

z podobienstwa tréjkatow APD

1 DBC otrzymujemy réwnosci

AP_AD " AD_DB

BC DB e Do’
ktore sa réwnowazne, odpowiednio,
réwnosciom

BC -AD

e e
oraz
3) AD DP
( DB~ DC’

Rys. 1

Z réwnosci katéw ADB 1 PDC oraz proporcji (3) wynika,
ze trojkaty ABD i PC'D sa podobne. Stad

AB - DC
(4) Pli= BB
A poniewaz AC' < AP + PC, wige uwzgledniajac (2) i (4)
otrzymujemy nieréwno$é Ptolemeusza (1). Zauwazmy teraz,
ze ré6wnos¢ w nieréwnosci Ptolemeusza ma miejsce wtedy i tylko
wtedy, gdy AC = AP + PC, czyli wtedy i tylko wtedy, gdy
punkt P nalezy do przekatnej AC. To za$ jest warunek konieczny
1 wystarczajacy réwnosci katéw CAD i CBD, czyli warunek
konieczny i wystarczajacy na to, aby czworokat ABC'D mozna bylo
wpisaé w okrag.

Tak wige czworokat wypukly ABC'D mozna wpisaé w okrag wtedy
1 tylko wtedy, gdy

AC-BD =AB-DC+ BC - AD.

7Z twierdzenia Ptolemeusza skorzystamy przy dowodzeniu twierdzenia
Carnota.

Krotka opowiesé

o cleczach

ferromagnetycznych
Stanistaw BEDNARFEK

Zapewne wszyscy pamietamy, ze magnes
silnie przyciaga przedmioty sporzadzone
z niektérych substancji, np. ze stali,
zelaza czy niklu. Substancje te nazywamy
ferromagnetykami. Sa to ciata stale. Czy
ciecz moze byé réwniez ferromagnetykiem?
Najprostszym sposobem ofrzymania takiej
cieczy wydawaé by sie moglo stopienie
ktéregoé z wymienionych cial stalych

o wladciwodciach ferromagnetycznych.
Okazuje si¢ jednak, ze silne ogrzanie

tych cial powyzej tzw. temperatury

Curie powoduje utrate ich wladciwosci
ferromagnetycznych. Nastepuje to jeszcze
duzo wczesniej, zanim cialo stale osiagnie

temperature topnienia i zacznie zmieniaé
sie w ciecz. Dla zelaza np. temperatura
topnienia wynosi 1535°C, a temperatura
Curie jest znacznie nizsza i réwna sie
»iylko” 769°C.

O istnieniu temperatury Curie mozna
sig dosé¢ latwo przekonaé w warunkach
domowych. Wezmy niewielki magnes
staly i cienka blaszke stalowa. Bardzo
dobrze nadaje si¢ do tego celu zyletka.
Zblizamy magnes do zimnej zyletki.
Zauwazamy, ze jest ona silnie przyciagana.
Ujmijmy teraz zyletke kombinerkami

i ogrzejmy ja do czerwonogci w plomieniu
kuchenki gazowej lub w zwyklej kuchni
weglowej. Goraca zyletke szybko zblizamy
do magnesu. Okazuje sie, ze teraz
przyciaganie jest bardzo slabe albo nie
wystepuje wcale.

Wyjasnienie zaobserwowanych efektéw w bardzo
ogélnym zarysie jest nastepujace. Atomy
niektérych substancji zachowuja sig jak
malerikie, bardzo slabe magnesiki. Ich orientacja
w przestrzeni jest jednak zupelnie przypadkowa
i cialo jako calodé nie wykazuje wlagciwogcei
magnetycznych. W ferromagnetykach nastepuje
samoistne uporzadkowanie tych atomowych
magnesikéw w niewielkich obszarach o rogmiarach
kilku tysigcznych milimetra. Obszary te sa
nazywane domenami. Jednak i tutaj kierunki
uporzgdkowania dla réznych domen sa na ogél
zupelnie przypadkowe.

Umieszczenie ferromagnetyka w zewnetranym
polu magnetycznym powoduje, %e pole to
stara sig uczynié¢ kierunek uporzadkowania dla
wszystkich domen zgodny z kierunkiem linii pola.
Ferromagnetyk wciagany jest w obszar silniejszego
pola, co obserwujemy jako przyciaganie do
biegunéw magnesu. Niektére ferromagnetyki

(tzw. magnetycznie twarde) stajg sie nawet pray
tym magnesami trwalymi. Wysoka temperatura




powoduje wzrost szybkosei chaotycznych ruchéw
cieplnych atomdw lub czasteczek i niszczenie
samoistnego uporzadkowania w domenach,
niezbednego dla wystapienia wlasciwodci
ferromagnetycznych.

Zeby uzyskaé ciecz ferromagnetyczna,
musiano wigc wybraé inna droge niz
topnienie stalych ferromagnetykdéw.
Wykorzystano ciecze, ktére w normalnych
warunkach wystepuja w przyrodzie, ale
nie maja wlasciwosci ferromagnetycznych.
Takimi cieczami sa np. nafta, woda

czy oleje. Dalej bedziemy je nazywac
cieczami dyspersyjnymi. Substancje
ferromagnetyczna rozdrobniono na bardzo
male czastki o rozmiarach od 2 do 100 nm
(1 nm — nanometr — to jedna milionowa
czes¢ milimetra). Czastki te zmieszano

z ciecza dyspersyjna otrzymujac ich
zawiesing o réwnomiernym rozproszeniu
wewnatrz calej objetosci cieczy.

Wydawaé by si¢ moglo, ze zawiesina
taka bedzie bardzo niestabilna, poniewaz
gesto$é znanych ferromagnetykdw jest
kilkakrotnie wieksza od gestosci cieczy
dyspersyjnych. Na przyklad, gestos¢
zelaza wynosi 7,8 g/cm®, niklu 8,6 g/cm?,
a gestosé wody jest réwna 1 g/cm?,
nafty za$ 0,8 g/cm”. Rozproszone czastki
powinny wiec szybko opaéé na dno
naczynia, podobnie jak opada kamien
tonacy w wodzie. Okazuje si¢ jednak,

ze czastki o bardzo malych rozmiarach
moga przez praktycznie dowolnie dlugi

czas uchronié si¢ przed opadaniem, a nawet

wedrowaé w gdére wewnatrz cieczy lub
gazu.

Przyczyna tego sy ruchy Browna. Zasada ich
powstawania jest nastepujaca. Czasteczki
cieczy otaczajace czastke nieustannie w nig
uderzaja. Predkosci tych czasteczek podlegaja
przypadkowym wahaniom, czyli tzw. fluktuacjom.
0Od czasu do czasu zdarza sie wige silniejsze
uderzenie w czastke od dolu podrzucajace ja

do géry. Potem czastka zndw troche opada,

az trafi na kolejny podrzut. Te skokowe ruchy
czastek mozna obserwowad pod mikroskopem.
Sa to wlasnie ruchy Browna. Odkryl je angielski

batanik Robert Brown, a ich ilodciowe wyjadnienie

podal Albert Einstein i niezaleznie od niego
polski fizyk Marian Smoluchowski.

Utrzymujaca sie w ten sposéb stabilna
zawiesing bardzo rozdrobnionej substancji
stale] w cieczy nazywa si¢ roztworem
koloidalnym lub krétko — koloidem.

Gdy ciecz ferromagnetyczna nie jest
umieszczona w zewnetrznym polu
magnetycznym, wéwcezas zachowuje

si¢ podobnie jak zwykle ciecze. A wiec
mozna ja, na przyklad, latwo przelewaé.
Przyjmuje przy tym ksztalt naczynia, do
ktérego zostanie wlana. Jezeli wlejemy
ja do naczyn polaczonych, to wysokosci
slupkéw cieczy we wszystkich ramionach

Zanim je sformulujemy, potrzebna
bedzie krétka definicja. Niechaj
dany bedzie wielokat wypukty
wpisany w okrag o srodku O.
Kazdemu bokowi AB wielokata
przyporzadkowujemy liczbe f(AB)
rowna odleglodei srodka O

od boku AB z minusem, gdy
najkrétsza droga z O do AB lezy
w catosci na zewnatrz wielokata
(rys. 2) 1z plusem w przeciwnym
przypadku.

Rys. 2. Dla tego wielokata ABCD
mamy f(AD) < 0, a f(AB), f(BC)
i f(CD) sa dodatnie.

Definicja funkcji f zalezy, oczywiscie, od calego wielokata, a nie od
jego poszezegdlnych bokéw. Nie uwzglednimy tego w naszej notacji,
by nie komplikowadc zbytnio oznaczen.

Twierdzenie Carnota. W dowolnym trdjkacie ABC suma
J(AB) + f(BC) + [(CA)

rowna jest sumie promienia okregu wpisanego w irdjkat ABC

1 promienia okregu opisanego na trijkacie ABC.

Dowd6d. Wprowadzmy oznaczenia

takie, jak na rysunku 3. Rozwazmy

najpierw przypadek, gdy

trojkat ABC' jest ostrokatny.

Woéwezas, jak wiemy, punkt O lezy

wewnatrz tréjkata.

Na kazdym z czworokatéw AMOK,
MBLO 1 LCKO mozna opisaé
okrag. Korzystajac z twierdzenia

Ptolemeusza i zauwazajac,

e KM = a/2, ML = b/2, A M B
LK = ¢/2, otrzymujemy nastepujace
réwnoscei:

c-OK+b6-OM=a-R,
¢c-OL+a-OM=b-R,
a OK+b-OL=c-R.

Rys. 3. Punkty M, L, K sa érodkami
bokéw AB, BC 1 CA. Punkt O

to srodek okregu opisanego na
tréjkacie ABC. Ponadto, AB = ¢,
Bi.= a, CA =0

Dodanie ich stronami prowadzi do
a(OK +OM)+b(OM +OL)+c(OL+OK)=(a+b+c)R.
Jednoczeénie, obliczajac na dwa rézne sposoby pole tréjkata ABC
przekonujemy sie, ze
a-OL+b-OK+c¢-OM =(a+b+c)r
(r oznacza promien okregu wpisanego w tréjkat ABC'). Po dodaniu

obu ostatnich réwnosci i podzieleniu stron przez obwéd tréjkata
ABC otrzymamy teze.

Gdy tréjkat ABC jest prostokatny, to naprawde nie ma czego
dowodzié.

Rozwazmy wreszcie przypadek tréjkata ABC' rozwartokatnego

(rys. 4). Woéwczas punkt O znajdzie sie na zewnatrz tréjkata ABC.
Stosujac — tak jak poprzednio — twierdzenie Ptolemeusza dostaniemy



rownosci
¢c-OK+b-OM=a-R,
—¢-OL+a-OM=b-R,
a-OK—-b-OL=c¢-R,
z ktorych wynika, ze
(a+b+c)R=(a+bOM+
+ (a+c¢)OK—
—(b+¢)OL.

tych naczyii beda jednakowe. Ciecz
ferromagnetyczna nie poddana dzialanin
zewnetrznego pola magnetycznego

bez trudu mozna zamieszaé, tak jak
miesza sie herbate w szklance lyzeczka.
Jezeli wewnatrz cieczy umiedcimy jakies
poruszajace sie cialo, na przyklad
obracajacy sie krazek lub mieszadelko,
to ruch tych przedmiotéw bedzie
hamowany niewiele wigcej niz w zwyklych
cieczach.

Rowniez
(@+b+c)r=c-OM+ Whasciwodci i zachowanie sie cieczy
+0-OK—a-0OL. ferromagnetycznych ulegaja jednak

tysc radykalnym zmianom pod wplywem
zewnetrznego pola magnetycznego.
Dodajac dwie ostatnie réwnosci 1 dzielac obie strony otrzymanego Gdy ciecz zostanie umieszczona
réwnania przez (a + b+ ¢) otrzymamy w niejednorodnym polu magnetycznym,
R+r=0M + OK — OL = f(AB) + f(CA) + f(BC), tzn. takim, ktére w pewnym obszarze

jest silniejsze, wowczas zostanie ona
wciagnieta w ten obszar. Jezeli do
Pora na ciekawostke. Rozwazmy wielokat wypukly A; A, ... A, J‘?d“_ego_z IABION: BACZYR polaczonych,
n > 4, wpisany w okrag o érodku O i promieniu R. Prowadzac Za“;‘“f‘”‘ﬁ?%‘ e ﬁm""”‘%}“?-"“"“‘}'

. - “e zostanie zblzony magnes, wiedy poziom
z dowolnego wierzcholka tego wielokata przekatne rozbijemy go na P Fan Y1

3 : 2 g SR cieczy w tym ramieniu podniesie si¢ lub
i LY. szmy w kazdy z nich okrag (rys. b). Okazuje sie, ze o e o S
SEoiknty. V¥ piszmy y ag {rye. b) 15 g obnizy w zaleznosci od polozenia magnesu.

czyli teze twierdzenia Carnota.

Suma promieni tych wszystkich okregdw jest stata, tzn. nie zalezy od

! A y Gdy z kolei magnes zostanie nmieszczony
wyboru wierzcholka, z ktdrego prowadzimy przekqtne.

w poblizu plynacego strumienia cieczy
ferromagnetycznej, strumieii ten

odchyli sie w strone magnesu. W silnym
polu magnetycznym obserwuje sie
zjawisko nazywane zestalaniem cieczy
ferromagnetycznej. Polega ono na tym,
ze lepkosé tej cieczy silnie wzrasta.
Poruszajace si¢ w niej cialo, na przyklad
obracajaca sie tarcza czy mieszadelko,
sa bardzo intensywnie hamowane. Ciecz
nabiera pewnych wlasciwodci ciala
sztywnego 1 sprezystego. Préba usunigcia
jej z okredlonego obszaru objetego
polem magnetycznym powoduje, ze ciecz
ferromagnetyczna uparcie wraca w to
miejsce.

Przyczyna opisanych zjawisk zachodzacych

w cieczach ferromagnetycznych jest

oddzialywanie rozproszonych w nich

czastek z polem magnetycznym.

Rys. 5 Ag Wiasciwodci ferromagnetyczne tych czastek
) ) ) ) ’ powoduja, ze ustawiaja sie one wzdluz linii

Twierdzenie to liczy sobie okolo 200 lat (odkryt je na poczatku pola magnetycznego, podobnie jak dzieje

XIX wieku nieznany japonski matematyk). Jest tak piekne i proste, sie to w znanym ze szkoly dodwiadczeniu

ze 7 pewno$cia nie zashuguje na to, by tkwié¢ w zapomnieniu. A oto z opilkami zelaznymi rozsypanymi na

jego dowdd. kartce papieru pokrywajacej magnes.

Przemieszczajace siec wzgledem cieczy

dyspersyjnej czastki ferromagnetyka

dzieki sitom lepkosei wprawiaja w ruch

Ponumerujmy tréojkaty, na ktére rozbity wielokat jego przekatne
wychodzace z ustalonego wierzchotka. Niech r; bedzie promieniem

okregu wpisanego w i-ty trojkat. Przez a;, b; oraz ¢; oznaczmy boki réwniez otaczajace je czasteczki tej cieczy.
i-tego tréjkata. Wtedy, na mocy twierdzenia Carnota, W rezultacie tego pole magnetyczne
ri + R= fa;) + f(b;i) + f(ci) dlai=1,2...,n—2. dzialajac na rTozproszone czastki wplywa .
Stad A R ol o na zachowanie si¢ cieczy ferromagnetycznej
ad wynika, ze interesujaca nas suma jest rowna jako calogci, ktéra fizycy traktuja tutaj
n—2 n—2 : - .
jako tzw. osrodek ciagly.
Y= (fla)+ () + f(e)) — (n— 2)R.
i=1 i=1



W silnym jednorodnym polu
magnetycznym rozproszone czastki
ustawiaja si¢ wzdluz jego linii tworzac
charakterystyczne réwnolegle widkna,
ktére w krétkim czasie grupuja sie

w wiazki przypominajace grubsze kolumny.
Wystepowanie tych zjawisk zostalo
bezposrednio potwierdzone w efektownych
doéwiadczeniach z oddzialywaniem Swiatla
laserowego na czastkach zestalonej cieczy
ferromagnetycznej. Otrzymano wéwczas
obrazy interferencyjne charakterystyczne
dla wspomnianego ustawienia czastek
wzdluz wldkien i kolumn. Uwigzione przez
pole magnetyczne czastki dzigki sitom
lepkosci skutecznie przeciwdzialaja prébom
przemieszczenia cieczy dyspersyjnej.

Niezwykle wlasciwosci cieczy
ferromagnetycznych zdecydowaly

o ich réznorodnych zastosowaniach.
Niewielkie ilosci tych cieczy uwiezione
w pulapkach utworzonych przez
odpowiednio uksztaltowane pole
magnetyczne spelniaja role lozysk

i uszczelek, ktére nie zuzywaja si¢ i nie
wymagaja smarowania ani regulacji.
Ciecz ferromagnetyczna umieszczona

w zmiennym polu magnetycznym
spelnia role elementu roboczego

w przetwornikach elektromechanicznych
lub generatorach ultradiwiekdw.

Ta sama ciecz wprowadzona w szczeling,
w ktérej drga cewka zwyklego gloénika
elektrodynamicznego zwigksza strumien
magnetyczny przechodzacy przez cewke,
ulatwia chlodzenie i thumi szkodliwe
drgania. Dzieki temu zwieksza si¢ moc

i poprawia jako$¢ wytwarzanego dZwieku.

Budowane sa réwniez sprzegla, hamulce
1 tlumiki drgan zawierajace ciecze
ferromagnetyczne. W urzadzeniach tych
wykorzystuje si¢ opisane wezeéniej zjawisko
zestalania sie tych cleczy pod wplywem
pola magnetycznego. W sprzeglach
zestalona ciecz ferromagnetyczna
powoduje zlaczenie obracajacej sie
tarczy z napedzanym zespolem,

a w hamulcach i tlumikach spowalnia
ruchy specjalnie uksztaltowanych
elementéw. Wlasciwosci ferromagnetyczne
omawianych cieczy, podobnie jak stalych
ferromagnetykéw, stabna wraz ze
wzrostem temperatury az do calkowitego
ich zaniku w temperaturze Curie.
Zaleznoéé ta pozwala na wykorzystanie
cieczy ferromagnetycznych do pomiaru
temperatury. Nie jest to zreszta jedyny
przyklad ich zastosowania w technice
pomiarowej. Ciecze ferromagnetyczne
uzywane sa m.in. do ciaglego pomiaru

Wystarczy wiec zauwazy¢, ze suma Z_:“(f(a;) + f(b;) + f(ei)) jest
=1
stala, gdyz z definicji f wynika, ze jest ona réwna
f(AlAZ) =} f(AZA.‘S) ot f(An—lAn) ot _}r(AﬂAl) .
Czytelnik zechce si¢ zastanowié, dlaczego tak jest.

A A

Warto na koniec zauwazyc,
ze nasz dowdd pokazuje

w istocie nieco wigce].
Mianowicie, jesli wielokat
wypukly A1 A, ... A,,
wpisany w okrag, podzielimy An{
na (n — 2) tréjkatéw
przekatnymi niekoniecznie
wychodzacymi z jednego
wierzcholka (rys. 6), to suma
dlugosci promieni okregéw
wpisanych w te tréjkaty

tez nie bedzie zaleze¢ od
sposobu podziatu.

Rys. 6

Zadalem kiedy$ w pierwszej klasie liceum ogélnoksztalcacego do
przemyslenia w domu nastepujacy problem:

Dlaczego maszynista ciezkiego pociagu towarowego chcac wprawié go

w ruch najpierw rusza do tylu, a dopiero potem we wlasciwym kierunku?

Jedna z uczennic przespacerowala sie na dworzec i zapytala o to
maszyniste.

»Ja nie wiem, tak mi kazali, wiec tak robie” — odpowiedzial fachowiec.
Proponuje, by Czytelnicy Delty samodzielnie wyjasnili ten, niezbyt
zreszta trudny, problem. Leniwi moga poszukaé rozwigzania w ksiazkach,
na przyklad w ,Z fizyka za pan brat” Hansa Backego.

* ok ok

W ksiegach Uniwersytetu w Oxfordzie zapisano, ze matematyk

G.H. Hardy, wysokiej klasy ekscentryk, zalozyl sie z kolega o pél pensa
co dzieii, az do émierci, ze nastepnego dnia wzejdzie Sloiice. Sumaryczna
wysoko$é wygranej nie jest znana.

* k¥

Kielecka firma SARAD wytwarza produkt o niezwykle oryginalnej nazwie:
jest to ,Ryz paraboliczny Galant”. Na czym polega parabolicznosé ziaren
ryzu, zostalo wyjasnione na opakowaniu: ,Ryz Galant ... zachowuje
swe witaminy i sole mineralne dzieki procesowi paraboiled. ..”. Proces
ten polega na zanurzeniu we wrzatku, a nastepnie poddaniu dzialanin
pary wodnej pod ci$nieniem. Okazuje si¢ wiec, ze sensu w tym nie ma
za grosz (oczywiscie, w nazwie, bo procedura przygotowania ryzu jest
calkiem sensowna). Angielski czasownik ,to paraboil” oznacza sparzyé,
podgotowaé i nie ma nic wspélnego z parabola. Paraboliczny po angielsku
to parabolic. Byé moze to matematyczno-gastronomiczne qui pro quo
jest najlepszym argumentem za tym, by kazdy, takze i kucharz znatl
elementarna matematyke na poziomie wyzszym niz tabliczka mnozenia,
a poza tym, by znal jezyk angielski.

K.R.



