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Skrét regulaminu

Kazdy moze nadsylaé rozwiazania zadan  numeru n w terminie do koriea miesiaca n 4 3. Szkice
rozwiazan zamieszczamy w numerze n + 4. MozZna nadsylaé rozwiazania ceterech, trzech, dwdch

lub jednego zadania (kazde na oddzielnej kartce), mozna to robié co miesiac lub z dowolnymi
przerwami. Rozwiazania zadan z matematyki i = fizyki nalezy przesylaé w oddzielnych kopertach,
umieszczajac na kopercie dopisek: Klub 44 M lub Klub 44 F. Oceniamy zadania w skali od 0 do

1 z dokladnoécia do 0,1. Oceng mnozymy przez wspolczynnik trudnosci danego zadania: WT = 4 —
3S5/N, gdzie S oznacza sume ocen za rozwiazania tego zadania, a IV — liczbe 0séb, kidre nadestaly
rozwigzanie chacby jednego zadania z danego numeru w danej konkurencji (M lub F) — i tyle
punktéw otrzymuje nadsylajacy. Po zgromadzeniu 44 punktéw, w dowolnym czasie i w ktérejkolwick
z dwdéch konkurencji (M-lub F), zostaje on czlonkiem Klubu 44, a nadwyzka punktéw jest zaliczana
do ponownego udzialu. Trzykrotne czlonkostwo — to tytul Weterana.

Szczegdlowy regulamin drukujemy w numerze lutowym kazdego roku.

Termin nadsylania rozwiazan: 30 IV 1995
Zadania z fizyki nr 191, 192 Redaguje Jerzy B. BROJAN

191. Obliczy¢ przyblizona warto$é oporu zastepczego obwodu przedstawionego na
rysunku 1 (liczby oznaczaja opornosci w omach). Nalezy podaé ocene dokladnosci
przyblizenia i uzasadni¢ ja. Rozwiazanie powinno byé mozliwie dokladne,

a jednoczeénie jak najmniej pracochlonne. Uzycie komputera do obliczeii jest
wykluczone.

192. Mate cialo o masie m przymocowano do cienkiej obreczy o masie M

i promieniu r. Obrgcz postawiono pionowo (rys. 2) i bardzo lekko pchnieto w lewo lub
w prawo. Jedli podczas ruchu obrgczy nie wystepuje poglizg ani straty energii, to jaka
musi by¢ warto$¢ stosunku M /m, aby obrecz ,podskoczyla”, tzn. oderwala sie od
podloza?

Rozwigzania zadani z fizyki z numeru 9/1994

Przypominamy tre$é¢ zadan:

183. Dr Crimeon Falsegrant, skazany za defraudacje neutrin slonecznych na 10'"" |at wiezienia,
krecil sie w kélko po celi.

1 wydostac! — powtarzal. — 7 pewnosdcia istnieje mozliwosé
e konforemne w 11-wymiarowej przestrzeni spinorov

— Jakos musze sie stz

! Na pocza

zastosowad przekszta ). .. albo le
zywista. .. A gdyby tak sprébowaé przejscia tunelowego?
nie wyglada na bardzo gruba, chyba nie wigcej niz metr. .. Trzeba tak rozepchnaé czasteczki

aby przeszly migdzy nimi czasteczki mojego ciala, powinno wystarczyé jakies 20 eV na atom.

mozna nie powrdcié¢ juz na of rze

sZansa:

Ocenié orientacyjnie szanse dr. Falsegranta.
Wskazdwka: W mechanice kwantowe] prawdopodobienstwo przejicia tunelowego czastki o masie m
przez barierg¢ potencjalu o szerokodci d wyraza sig wzorem

o

gdzie £ = V2mE /K, h = h/2x, h — stala Plancka, E — deficyt energii.

184. Wigksza ilos¢ rteci nalano na plaska pozioma powierzchnig
Oblic: rarstwy rteci.
Dane: gestoéé rteci o = 13,6 g/cm®, napiecie powierzchniowe o = 0,54 N/m.

nie ,zwilzana" przez rted

(np. szklana) yé grubodé

183. Przyjmijmy, ze masa wigZnia wynosi 75 kg, a srednia masa atomowa jego ciala jest
réwna 10 (oczywiscie, w sklad ciala wchodzi lekki woddr, ale takie i ciezsze pierwiastki).
Przy tych zalozeniach wigzien sklada si¢ z 7500 moli = 7500 - 6 - 10%? = 4,5 - 1027 atomdw,
a calkowity deficyt energii jest réwny E = 9-102% eV & 1,4 - 1010 J. Parametr

£ =+/2mE/h ma zatem wartosé¢ 1,4 - 10*° m~', a prawdopodobienstwo przejécia

p & exp(—2kd) & exp(—2,8 - 1010) & 10=1:210"  Jegi to wielkosé tak niewyobrazalnie
mala, ze wladciwie nie ma zadnej réznicy, czy wiezienn dokona jednej tylko préby przejécia
tunelowego, czy bedzie je powtarzal milion razy na sekunde przez 10199 Jag.

184. Oznaczmy mase nalanej rteci przez m, a szukang grubo$é warstwy przez d. Pomijajac
wzaokraglenie” przy brzegach mozemy wyrazié¢ powierzchnie warstwy S wzorem
m

P :Q_d

Energia grawitacyjna rteci dana jest wyrazeniem Egraw = Emgd (gdyz érednia wysokosd

= . . : e
wynosi ;d), a energia powierzchniowa — wyrazeniem Epow = 250 (uwzgledniamy gérna i dolna

powierzchnig rteci, a pomijamy brzegi). Minimalna energie calkowita otrzymamy dla

=2 i:-.."4,0111111.
o8
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Zadania z matematyki nr 293, 294 Redaguje Marcin I, KUCZMA
293. Ciag wielomiandw Py(z), Pi(z), P2(x),... jest 294. Udowodnié, ze wewnatrz dowolnego czworokata

okredlony wzorami

Py(z)=1, i) ="

wypuklego ABC D istnieje punkt, ktérego rzuty na proste
AB, BC, CD, DA leza na jednym okregu.

nPuy1(z) = (n+ V)zPa(z) — Pooa(z) dla n=1,2,3,.... Zadanie 294 zaproponowal pan Waldemar Pompe

Dowieséé, ze wszystkie pierwiastki rzeczywiste kazdego

z Warszawy.

z wielomianéw Py (z) sa liczbami z przedzialu (—1;1).

Rozwiazania zadan z matematyki z numeru 9/1994

Przypominamy tresé zadan:

285. W przestrzeni danych jest 10 punktéw (w polozZeniu ogélnym}. 286. Dla kazde] rzeczywi wartogci parametru t wyznaczyd
FEaczymy pewne pary punktéw odcinkami tak, aby kaide dwa wszystkie trdjki liczb rze stych (xz,y, 2) spelni > uklad
spoéréd romwazanych punktéw laczyla dokladnie jedna linia lamana réwnan

utworzona z narysowanych odcinkdw. Ile jest réznych ukladdw (2? —y2)(z +t) + (= )y + )+ G2 —wy)z+t)=0
odcinkdw spelniajacych ten warunek? 2t rE) =1

Czoldwka ligi zadaniowe]
Klub 44 M
po uwzglednieniu ocen rozwigzan
zadan 279 (WT=1,93) i 280 (W1T'=2,20)
2z numeru 4/1994

Pawel Lizak - Pulawy 45,40
Waldemar Pompe — Warszawa 42,44
Leslaw Skreypek — Rzeazdéw 40,80

Krzysziof Jedziniak - Katowice 35,72
Pan Lizak: numer 76 w matematycznym
Klubie 44,

285. Oznaczmy przez f(n) liczbe graféw o podanej w zadaniu wlasnodci (,drzew spéjnych”),
ktérych zbiorem wierzcholkdw jest ustalony zbidr n punktdw; przyjmujemy f(1) = 1.
Wybierzmy i ustalmy dwa rézne punkty A i B z tego zbioru.

Niech bedzie dany graf, o jakim mowa. Na jedynej drodze wiodacej z A do B oznaczmy
przez X ostatni napotkany wierzcholek przed B (moze sig zdarzyé, ze X = A). Pomalujmy
kraweds X B na zdlto. Wszystkie wierzcholki osiagalne z punktu A drogami nie
przechodzacymi przez B, a takze wszystkie krawedzie na tych drogach, malujemy na czerwono,
Pozostale wierzcholki i krawedzie malujemy na zielono; w szezegdlnosci punkty A i X
otrzymuja kolor czerwony, a punkt B — zielony. Niech k bedzie liczba wierzcholkdw czerwonych
(1<k<n-1).
Zauwazmy, ze dowolny dopuszczalny graf jest wyznaczony jednoznacznie przez:
—~ Wybér liczby k € {1,...,n—1}.
— Wybdr zbioru k — 1 punktdw (spoérdd n — 2 punktdw réznych od A i B), ktdre wraz
z punktem A zostana pomalowane na czerwono (a pozostale punkty — na zielono).
— Wybdr jednego z k czerwonych punktéw — punktu X — i polaczenie go z6lta krawedzia z B.
~ Polaczenie pewnych czerwonych punktdw czerwonymi krawgdziami tak, aby powstalo
czerwone spéjne drzewo (f(k) mozliwodei).
— Polaczenie pewnych zielonych punktéw zielonymi krawedziami tak; aby powstalo zielone
spojne drzewo (f(n — k) mozliwosei).

Wynika stad wzdér rekurencyjny n—1 5
gy
Hay=) (, _ )FIBF(n—k).
k=1

Znajac wartosé f(1) = 1 wyznaczamy: f(2) =1, f(3) = 3, f(4) = 16, f(5) = 125, f(6) = 1296,
£(7) = 16807, f(8) = 262144, f(9) = 4782969, i wreszcie f(10) = 100000000 (sto miliondw — jest
to szukana liczba).
[Uwaga. Widzimy, ze f(n) = n"~2 dla n < 10. Ta réwnosé¢ zachodzi dla wszystkich n.
Mozna ja uzyskad stosujac zaawansowane metody teorii grafdw Iub tez dowodzac,
7e funkcja f{n) = n™ "2 spelnia znaleziony powyzej wzér rekurencyjny; patrz: J. Riordan,
Combinational Identities, New York 1968, rozdzial 1.5, wzdr (13a), z podstawieniem x=y=1.]
286. Skorzystamy z tozsamosci
(1) z® + 9y 4 27 =(x+:ij+z)(a:2 +y? 27 —yz — zw — wy) + 3wy,
Dowdéd: oznaczajac sume & + ¢ + z przez s mamy
s =2+ y3 +o®il S(ygz + -yz"’ )+ 3[223: -l za:"?) + B{mgy + .-:_:y'“’) + Bzyz =
=2 4% + 2% + 3yz(s — ») + 322(s — y) + 32y(s — 2) + 6wyz =
=2? + 47 + 27 + 3s(yz + zz + vy) — 3wyz,
skad 224y 2% =5 —3s(yz + 2o + zy) + Bzyz =
= 3(32 — 3yz — 3z — 3ay) 4+ 3wyz :s(m2 + y2 + 22 —yz — 2z — zy) + 3wyz.
Pierwsze rdwnanie danego w zadaniu uktadu
P+ + 2 —Bopr (P P+ —yz—zr—ay) =0
mozemy dzieki tozsamodci (1) przepisaé¢ w postaci

(2) {:I;—I—y-l—z—]—f)(x2+g;2—|—z2—yz-—zx—:cy}:(],
drugie zas — w postaci

(3) P

t+ 2
Drugi czynnik iloczynu (2) jest zerem, tylko gdy liczby =, y, = sa réwne; aby réwnanie (3) bylo
spelnione, ta wspdlna wartosé musi by¢ réwna 1/(3t + 6). Natomiast jesli uklad (2), (3) ma
rozwiazanie (x,y, z), w ktérym nie wszystkie trzy liczby sa réwne, wéwezas pierwszy czynnik
iloezynu (2) musi byé zerem, co w polaczenin z réwnaniem (3) daje réwnodé —t = 1/(t + 2),

sluszna tylko dla = —1. Kazda tréjka liczb =, y, z o sumie réwnej 1 jest wtedy rozwiazaniem.
Reasumujac:

— Jezeli t = =2, to uklad nie ma rozwiazan.

— Jezeli t = —1, to rozwiazaniem jest kazda tréjka (a,y, 2) taka, ze v+ y 4 2 = 1.

~ Jezeli t # —1, ¢ # —2, to uklad ma jedyne rozwiazanic = y = z = 1/(3t + 6).
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