
Zbiory osobliwe, kaustyki zjawiska halo

Odwzorowanie zbioru polozen krysztalka

lodu w sfere niebieska zdefiniowane

jest mniej wiecej tak: krysztalek

lodu o danym polozeniu zalamuje

swiatlo sloneczne, w wyniku czego

otrzynlalny prol11ieli biegnacy w kierunku

zaleznym od polozenia krysztalka.

IGerunek owego prolnienia wyznacza

punkt na sferze niebieskiej, z którego

obserwujemy swiecenie. W ten

sposób kazdemu polozeniu krysztalka

przyporzadkowalismy punkt na sferze

niebieskiej. Zauwazmy, ze tak okreslone

odwzorowanie (tzw. funkcja Halo)

zalezy od polozenia SIOIlca, dlatego

tez obserwowane na niebie zjawisko,

bedace kaustykami funkcji Halo, zalezy

od polozenia Slonca.
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Teoria osobliwosci odwzorowan, a w szczególnosci twierdzenie Whitneya, bardzo

dobrze nadaja sie do analizy zjawisk halo. Zajmijmy sie znajdujacym sie w atmosferze

ziemskiej krysztalkiem lodu, który ma ksztalt graniastoslupa szesciokatnego.

Naj czesciej jest to jeden z wielu milionów krysztalków tworzacych chmure typu

cirTostratus. Bedziemy interesowac sie dwiema sciankami krysztalka: t'b przez któI<);

promien swiatla slonecznego don wnika i ta, przez która go opuszcza po zalamaniu.

W naszej analizie pominiemy zjawiska takie, jak odbicie swiatla, rozszczepienie swiatla

bialego czy tez cala game zjawisk falowych, które moga wystapic; skoncentrujemy sie

wiec na uproszczonym opisie geometrycznym. Swiatlo sloneczne potraktujemy jak

wiazke promieni równoleglych, bedziemy te promienie utozsamiac.

Jeden krysztalek da, oczywiscie, tylko jeden promiell zalamany pomiedzy wybrana

para scianek. Mozemy zbudowac odwzorowanie wszystkich mozliwych polozell

krysztalków w sfere niebieska; rózne polozenia krysztalka dadza na ogól rózne

kierunki zalamanych promieni, które mozemy utozsamiac z punktami sfery niebieskiej.

Sfera niebieska jest zbiorem dwuwymiarowym, natomiast zbiór mozliwych polozeli

krysztalków lodu jest zbiorem trójwymiarowym. Krysztalek ma trzy stopnie swobody:

dwa z nich sa zwiazane z polozeniem jego dlugiej osi symetrii, trzeci z obrotem wokól

niej (translacyjne stopnie swobody nie wnosza nic nowego). Tak wiec odwzorowanie

zbioru mozliwych polozen krysztalków w sfere niebieska jest odwzorowaniem zbioru

trójwymiarowego w dwuwymiarowy. To odwzorowanie nazwiemy funkcja Halo.

Moze sie zdarzyc, ze krysztalki lodu znajdujace sie w przestrzeni rozmieszczone S,);

w sposób przypadkowy i chaotyczny. Wtedy dziedzina funkcji Halo jest rzeczywiscie

trójwymiarowa. Moze byc jednak i tak, ze niektóre orientacje krysztalków beda

uprzywilejowane (na przyklad, przez warunki meteorologiczne), inne zas nie wystapia,

tak wiec dziedzina funkcji Halo nie bedzie pelnym zbiorem mozliwych polozeii

krysztalków. Jesli jest ona zbiorem jedno-, dwu- lub trójwymiarowym, mówimy

odpowiednio o halo jedno-, dwu- lub trójwymiarowym. W dalszym ciagu dziedzine

funkcji Halo bedziemy nazywac zbiorem generujacym.

Przykladem halo jednowymiarowego sa slonca poboczne, które powstaj,l:, gdy

wszystkie krysztalki lodu sa ustawione pionowo dlugimi osiami; tworza one wtedy zbiór

jednowymiarowy, a kaustyka sklada sie z dwóch punktów, które sa wlasnie slOllcami

pobocznymi. Na przeciwnym biegunie sytuuja sie male i duze halo, które powstaji);

przy przypadkowym rozkladzie krysztalków w atmosferze. Zbiór generujacy jest wtedy

trójwymiarowy.

Skupmy nasza uwage na dwuwymiarowych zbiorach generujacych. Zgodnie

z twierdzeniem Whitneya typowe odwzorowania gladkie zbiorów dwuwymiarowych

w zbiory dwuwymiarowe moga miec osobliwosci dwojakiego rodzaju: faldy i plisy.

W szczególnosci dotyczy to takze dwuwymiarowej funkcji Halo. Jej osobliwosci wazne

sa z tego powodu, ze krysztalki znajdujace sie w poblizu punktu osobliwego zalamuja

swiatlo prawie w tym samym kierunku, tak wiec obserwujemy z tego kierunku silne

swiecenie. Obserwowane na niebie zjawisko halo jest wiec kaustyka odwzorowania

zbioru polozen krysztalków lodu w sfere niebieska.

Halo dwuwYlniarowe

Pierwszym przykladem niech beda krysztalki lodu o ksztalcie szesciokatnych

kolumienek, spadajace w ten sposób, ze ich glówna os pozostaje w plaszczyznie

poziomej (rys. l). Taki krysztalek ma dwa stopnie swobody. Pierwszy zwiazany jest,

z obrotami jego dlugiej osi w plaszczyznie poziomej, drugi z obrotami wokól tej osi.

Interesuja nas promienie wchodzace przez jedna z szesciokatnych podstaw krysztalka

i wychodzace przez prostokatna scianke boczna. Zbiór generujacy jest dwuwymiarowy.

Jest on niespójny, gdyz sklada sie z dwóch osobnych kawalków odpowiadajacych dwóm

szesciokatnym podstawom krysztalka. Równiez niespójna jest kaustyka funkcji Halo.

Tworzy ona luki styczne dolno-boczne duzego halo (rys. 2). Osobliwosc jest w tym

przypadku falda.
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Drugim przykladem jest jedna z rzadszych postaci halo, tak zwane luki Lowitza.

Tworzone sa one przez promienie zalamane pomiedzy dwiema sciankami plaskiego,

szesciokatnego krysztalka, wirujacego wokól poziomej, dluzszej osi symetrii

szesciokata (rys. 3). Powstanie luków Lowitza wymaga bardzo szczególnych

warunków, dlatego sa one tak rzadkie. Podobnie jak poprzednio, zbiór generujacy jest

dwuwymiarowy i niespójny, jednak osobliwosci odwzorowania Halo sa bardziej zlozone,

gdyz równoczesnie istnieje i falda, i plisa (rys. 4). Jak pokazuja symulacje komputerowe

wykonane w 1980 1'. przez Roberta Greenlera i jego wspólpracowników z Uniwersytetu

Wisconsin w Milwaukee, czesc kaustyki odpowiadajaca plisie cechuje sie bardzo malym

natezeniem swiatla, dlatego w wiekszosci przypadków, gdy luki Lowitza sa widoczne,

plisa pozostaje niezauwazona.
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Rys. 3. Szesciokatne lodowe plytki

wirujace wokól dlugiej osi symetrii

szesciokata odpowiadaja za powstawanie
luków Lowitza.

Rys. 2. Zbiór generujacy i zbiór osobliwy

luku stycznego dolno-bocznego duzego

halo (po lewej stronie). Kaustyka funkcji

halo (po prawej stronie). Osobliwosc ma

charakter faldy. Rysunek odpowiada

wysokosci Slonca równej 28°.

Rys. 4. Zbiór generujacy i zbiór osobliwy

luków Lowitza (po lewej stronie) oraz
kaustyka (po prawej). Zbiór osobliwy

sklada sie z dwóch krzywych. Osobliwosci

maj a charakter zarówno faldy, j ak i plisy.

Rysunek odpowiada wysokosci SlOllca

równej 20°.
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Kolejnym, trzecim przykladem dwuwymiarowego halo sa (duzo powszechniejsze od

luków Lowitza) górny i dolny luk styczny malego halo (rys. 5).

Rys. 5. Zbiór osobliwy, zbiór generujacy

i kaustyka luku stycznego górnego

i dolnego malego halo. Osobliwosci maja

charakter faldy. Rysunek odpowiada

wysokosci Slonca równej 28°.
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Osobliwosci wyjatkowe

Twierdzenie Whitneya mówi, ze typowymi osobliwosciami gladkiego, dwuwymiarowego

odwzorowania sa faldy i plisy. Zostalo analitycznie dowiedzione, ze poza kilkoma

wyjatkami, o których za chwile, osobliwosci górnego i dolnego luku stycznego sa falda.

Jednak w przypadku pewnych rodzajów dwuwymiarowego halo nie istnieje dowód

gladkosci funkcji Halo, która jest wymagana przez zalozenia twierdzenia Whitneya ..
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Fakt, ze wiekszosc tych osobliwosci rzeczywiscie wyglada jak falda lub plisa, nie jest

jeszcze dowodem. Istnieja tez takie osobliwosci dwuwymiarowych halo, które nie sa

ani falda, ani plisa. Tak jest wtedy, gdy swiatlo ulega nie tylko zalamaniu, ale równiez

odbiciu, co powoduje, ze funkcja Halo nie jest gladka.

Rys. 6. Zbiór generujacy, zbiór osobliwy

i kaustyka dolnego luku stycznego malego

halo dla wysokosci Slonca równej 170.

Zbiór osobliwy sklada sie z dwóch

przecinajacych sie krzywych, faldowej

i podslonecznej . Krzywa podsloneczna

jest osobliwoscia innego rodzaju niz falda

czy plisa.
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Wierzcholek dolnego luku stycznego, pokazanego na rysunku 6, polozony jest wówczas

na wysokosci 22° - 17°, czyli 5° ponad linia horyzontu. Taki luk styczny mozna

ogladac z pokladu samolotu, ale nie z ziemi. Zbiór osobliwy jest w tym przypadku

bardzo szczególny. Sklada sie on z dwóch krzywych, faldowej i podslonecznej,

dwukrotnie przecinajacych sie. Pierwsza z nich odpowiada osobliwosci typu

falda, jednak druga nie jest ani falda, ani plisa, jest czyms zupelnie innym niz

osobliwosci, o których mówi twierdzenie Whitneya. Funkcja Halo 'odwzorowuje

krzywa podsloneczna na jeden punkt nazywany punktem podslonecznym. Zgodnie

z twierdzeniem Whitneya ten rodzaj osobliwosci jest jednak czyms wyjatkowym.

Powyzej opisana osobliwosc zwiazana z krzywa podsloneczna moze sie pojawic gdy

SlOlIce znajdzie sie na wysokosci od 11° do 25° nad horyzontem.

Rys. 7. Odpowiednio dobrane male

zaburzenie odwzorowania z rysunku 6
daje kaustyke bedaca obrazem faldy.

Zbiór osobliwy z poprzedniego rysunku

zostal rozerwany w miejscu przeciec
dwóch krzywych. Tak zdeformowany

przypomina "wyciagnieta" litere Z.

Odpowiednio male zaburzenie nie zmienia
jego jakosciowego charakteru.

zbiór
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Model zjawisk halo oparty na analizie osobliwosci odwzorowalI jest modelem

uproszczonym, gdyz nie uwzglednia falowej natury swiatla, a zatem nie pozwala

analizowac rozkladu natezenia swiatla, jednak bardzo dobrze daje sobie rade

z opisem geometrii zjawiska. Teoria osobliwosci stosuje sie do odwzorowalI gladkich.

I choc w kazdym przypadku funkcji Halo problem ten nalezy analizowac osobno,

to wydaje sie, ze "na ogól", poza pewnymi wyjatkowymi sytuacjami rzeczywiscie

jest to odwzorowanie gladkie. Z tego powodu Walter Tape, matematyk amerykaliski

zajmujacy sie zastosowaniami matematyki w naukach przyrodniczych, takich jak

geologia czy meteorologia (na którego pracach opiera sie ten tekst) powiada z lekka

przesada: Czemu zawdziecza swoje istnienie zjawisko halo? Istnieje ono dzieki

rózniczkowalnosci (oczywiscie, funkcji Halo)!
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