Odwzorowanie zbioru polozen krysztalka
lodu w sfere niebieska zdefiniowane

jest mniej wigcej tak: krysztalek

lodu o danym polozeniu zalamuje
éwiatlo sloneczne, w wyniku czego
otrzymamy promien biegnacy w kierunku
zaleznym od polozenia krysztalka.
Kierunek owego promienia wyznacza
punkt na sferze niebieskiej, z ktérego
obserwujemy $wiecenie. W ten

sposéb kazdemu polozeniu krysztalka
przyporzadkowalidmy punkt na sferze
niebieskiej. Zauwazmy, ze tak okredlone
odwzorowanie (tzw. funkcja Halo)

zalezy od polozenia Slonca, dlatego

tez obserwowane na niebie zjawisko,
bedace kaustykami funkcji Halo, zalezy
od polozenia Slornca.

Rys. 1

Zbiory osobliwe, kaustyki 1 zjawiska halo

Teoria osobliwodci odwzorowail, a w szczegdlnodci twierdzenie Whitneya, bardzo
dobrze nadaja si¢ do analizy zjawisk halo. Zajmijmy si¢ znajdujacym sie w atmosferze
ziemskiej krysztalkiem lodu, ktéry ma ksztalt graniastostupa szedciokatnego.
Najczedcie] jest to jeden z wielu milionéw krysztalkéw tworzacych chmure typu
cirrostratus. Bedziemy interesowaé sie dwiema Sciankami kryszialka: ta, praez kidra
promieii §wiatla slonecznego dofi wnika i ta, przez ktéra go opuszcza po zalamaniu.

W naszej analizie pominiemy zjawiska takie, jak odbicie swiatla, rozszczepienie dwiatla
bialego czy tez cala game zjawisk falowych, ktére moga wystapi¢; skoncentrujemy si¢
wiec na uproszczonym opisie geometrycznym. Swiatlo sloneczne potraktujemy jak
wiazke promieni réwnoleglych, bedziemy te promienie utozsamiaé.

Jeden krysztalek da, oczywiscie, tylko jeden promieii zalamany pomiedzy wybrana
para $cianek. Mozemy zbudowaé odwzorowanie wszystkich mozliwych polozen
krysztatkéw w sfere niebieska; rézne polozenia krysztalka dadza na ogdl rézne
kierunki zalamanych promieni, ktére mozemy utozsamia¢ z punktami sfery niebieskiej.
Sfera niebieska jest zbiorem dwuwymiarowym, natomiast zbiér mozliwych polozen
krysztalkéw lodu jest zbiorem tréjwymiarowym. Krysztalek ma trzy stopnie swobody:
dwa z nich sa zwiazane z polozeniem jego dlugiej osi symetrii, trzeci z obrotem wokdt
niej (translacyjne stopnie swobody nie wnosza nic nowego). Tak wiec odwzorowanie
zbioru mozliwych polozen krysztalkéw w sfere niebieska jest odwzorowaniem zbioru
tréjwymiarowego w dwuwymiarowy. To odwzorowanie nazwiemy funkcja Halo.

Moze sie zdarzyé, ze krysztalki lodu znajdujace sie w przestrzeni rozmieszczone sa

w sposéb przypadkowy i chaotyczny. Wtedy dziedzina funkcji Halo jest rzeczywiscie
tréjwymiarowa. Moze byé¢ jednak i tak, ze niektére orientacje krysztalkéw beda
uprzywilejowane (na przyklad, przez warunki meteorologiczne), inne zag nie wystapia,
tak wiec dziedzina funkeji Halo nie bedzie pelnym zbiorem mozliwych polozei
krysztatkéw. Jeéli jest ona zbiorem jedno-, dwu- lub tréjwymiarowym, méwimy
odpowiednio o halo jedno-, dwu- lub tréjwymiarowym. W dalszym ciagn dziedzine
funkcji Halo bedziemy nazywaé zbiorem generujacym.

Przykladem halo jednowymiarowego sa sloiica poboczne, ktére powstaja, gdy
wszystkie krysztalki lodu sa ustawione pionowo dlugimi osiami; tworza one wtedy zbiér
jednowymiarowy, a kaustyka sklada sie z dwdch punktéw, ktére sa wlasdnie sloficami
pobocznymi. Na przeciwnym biegunie sytuuja si¢ male i duze halo, ktére powstaja
przy przypadkowym rozkladzie krysztalkdw w atmosferze. Zbiér generujacy jest wtedy
tréjwymiarowy.

Skupmy nasza uwage na dwuwymiarowych zbiorach generujacych. Zgodnie

z twierdzeniem Whitneya typowe odwzorowania gladkie zbioréw dwuwymiarowych

w zblory dwuwymiarowe moga mie¢ osobliwosci dwojakiego rodzaju: faldy i plisy.

W szczegdlnosci dotyczy to takie dwuwymiarowej funkeji Halo. Jej osobliwoéci wazne
sa z tego powodu, ze krysztalki znajdujace si¢ w poblizu punktu osobliwego zalamuja
gwiatlo prawie w tym samym kierunku, tak wiec obserwujemy z tego kierunku silne
swiecenie. Obserwowane na niebie zjawisko halo jest wiec kaustyka odwzorowania
zbioru polozen krysztalkéw lodu w sfere niebieska.

Halo dwuwymiarowe

Pierwszym przykladem niech beda krysztalki lodu o ksztalcie szedciokatnych
kolumienek, spadajace w ten sposéb, ze ich gléwna of pozostaje w plaszczyZnie
poziomej (rys. 1). Taki krysztalek ma dwa stopnie swobody. Pierwszy zwiazany jest

z obrotami jego dlugiej osi w plaszczyZnie poziomej, drugi z obrotami wokdl tej osi.
Interesuja nas promienie wchodzace przez jedna z szeSciokatnych podstaw krysztalka

i wychodzace przez prostokatna écianke boczna. Zbidr generujacy jest dwnwymiarowy.
Jest on niespdjny, gdyz sklada si¢ z dwdch osobnych kawalkéw odpowiadajacyeh dwém
szesciokatnym podstawom krysztalka. Réwniez niespéjna jest kaustyka funkeji Halo.
Tworzy ona luki styczne dolno-boczne duzego halo (rys. 2). Osobliwosé jest w tym
przypadku falda.
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Rys. 2. Zbiér generujacy i zbidr osobliwy
tuku styeznego dolno-bocznego duzego
halo (po lewej stronie). Kaustyka funkcji
halo (po prawe] stronie). Osobliwosé ma
charakter faldy. Rysunek odpowiada
wysokoéci Storica réwnej 28°.

pozioma
of obrotn

Rys. 3. Szesciokatne lodowe plytki
wirujace wokél diugiej osi symetrii
szedciokata odpowiadajs za powstawanie
lukéw Lowitza,

Rys. 4. Zbiér generujacy i zbidr asobliwy
lukéw Lowitza (po lewej stronie) oraz
kaustyka (po prawej). Zbiér osobliwy
sklada sig z dwdéch krzywych. Osobliwoéci
maja charakter zaréwno faldy, jak i plisy.
Rysunek odpowiada wysokaosci Slonica
réwnej 20°,

Rys. 5. Zbidér osobliwy, zbidr generujacy
i kaustyka luku stycznego gérnego

i dolnego malego halo. Osobliwosci maja
charakter faldy. Rysunek odpowiada
wysokoéci Slonca réwnej 28°.
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Drugim przyktadem jest jedna z rzadszych postaci halo, tak zwane tuki Lowitza.
Tworzone sa one przez promienie zalamane pomiedzy dwiema Sciankami plaskiego,
szesciokatnego krysztalka, wirnjacego wokdl poziomej, diuzszej osi symetrii

szesciokata (rys. 3). Powstanie lukéw Lowitza wymaga bardzo szczegdlnych

warunkéw, dlatego sa one tak rzadkie. Podobnie jak poprzednio, zbiér generujacy jest
dwuwymiarowy i niespdjny, jednak osobliwosci odwzorowania Halo sa bardziej zlozone,
gdyz réwnoczesnie istnieje i falda, 1 plisa (rys. 4). Jak pokazuja symulacje komputerowe
wykonane w 1980 r. przez Roberta Greenlera i jego wspdlpracownikéw z Uniwersytetu
Wisconsin w Milwaukee, czeéé kaustyki odpowiadajaca plisie cechuje si¢ bardzo malym
natezeniem swiatla, dlatego w wigkszoséci przypadkéw, gdy tuki Lowitza sa widoczne,
plisa pozostaje niezauwazona.

#hidr
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A kaustyka

Kolejnym, trzecim przykladem dwuwymiarowego halo sa (duzo powszechniejsze od
tukéw Lowitza) gérny i dolny tuk styczny malego halo (rys. 5).
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Osobliwosci wyjatkowe

T'wierdzenie Whitneya mdéwi, ze typowymi osobliwoéciami gladkiego, dwnwymiarowego
odwzorowania sa faldy i plisy. Zostalo analitycznie dowiedzione, ze poza kilkoma
wyjatkami, o ktérych za chwile, osobliwodci gérnego i dolnego tuku stycznego sa falda.
Jednak w przypadku pewnych rodzajéw dwuwymiarowego halo nie istnicje dowdd
gladkogci funkceji Halo, ktéra jest wymagana przez zalozenia twierdzenia Whitneya.
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Fakt, ze wiekszoséé tych osobliwodci rzeczywiscie wyglada jak falda lub plisa, nie jest
jeszcze dowodem. Istnieja tez takie osobliwosci dwuwymiarowych halo, ktére nie sa
ani falda, ani plisa. Tak jest wtedy, gdy $éwiatlo ulega nie tylko zalamaniu, ale réwniez
odbiciu, co powoduje, ze funkcja Halo nie jest gtadka.

;
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Rys. 6. Zbiér generujgcy, zbiér osobliwy
podstoneczna

i kaustyka dolnego tuku stycznego malego
halo dla wysokosci Slorica réwnej 17°.
Zbiér osobliwy sklada si¢ z dwéch
przecinajacych sie krzywych, faldowe]

i podstonecznej. Krzywa podsloneczna
jest osobliwoscia innego rodzaju niz falda
czy plisa.

Wierzcholek dolnego luku stycznego, pokazanego na rysunku 6, polozony jest wéwczas
na wysokosci 22° — 17°, czyli 5° ponad linia horyzontu. Taki tuk styczny mozna
ogladaé¢ z pokladu samolotu, ale nie z ziemi. Zbiér osobliwy jest w tym przypadkn
bardzo szczegdlny. Sklada si¢ on z dwéch krzywych, faldowej 1 podstonecznej,
dwukrotnie przecinajacych sie. Pierwsza z nich odpowiada osobliwoéci typu

falda, jednak druga nie jest ani falda, ani plisa, jest czyms$ zupelnie innym niz
osobliwoéci, o ktérych méwi twierdzenie Whitneya. Funkcja Halo odwzorowuje
krzywa podsloneczna na jeden punkt nazywany punktem podslonecznym. Zgodnie
z twierdzeniem Whitneya ten rodzaj osobliwosci jest jednak czyms wyjatkowym.
Powyzej opisana osobliwo$¢ zwiazana z krzywa podsloneczna moze sie pojawié gdy
Slorice znajdzie si¢ na wysokosci od 11° do 25° nad horyzontem.
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Rys. 7. Odpowiednio dobrane male ko ey .

zaburzenie odwzorowania z rysunku 6 :

daje kaustyke bedaca obrazem faldy. i '-:iii'-||| Al
Zbiér osobliwy z poprzedniego rysunku b /.1' ||.||'|l "l""l \\\
zostal rozerwany w miejscu przecigé =1 . / / ////}fll“lwmh\\\\ "
dwéch krzywych. Tak zdeformowany T K /~ LTI
przypomina ,wyciggnieta” literg Z. v z
Odpowiednio male zaburzenie nie zmienia
jego jakosciowego charakteru.

Model zjawisk halo oparty na analizie osobliwodci odwzorowan jest modelem
uproszczonym, gdyz nie uwzglednia falowej natury éwiatla, a zatem nie pozwala
analizowaé rozkladu natezenia $wiatla, jednak bardzo dobrze daje sobie rade

z opisem geometrii zjawiska. Teoria osobliwoéci stosuje sig do odwzorowan gladkich.
I choé w kazdym przypadku funkcji Halo problem ten nalezy analizowaé osobno,

to wydaje sie, ze ,na ogdl”, poza pewnymi wyjatkowymi sytuacjami rzeczywiscie
jest to odwzorowanie gladkie. Z tego powodu Walter Tape, matematyk amerykariski
zajmujacy sie zastosowaniami matematyki w naukach przyrodniczych, takich jak
geologia czy meteorologia (na ktérego pracach opiera sie ten tekst) powiada z lekka
przesada: Czemu zawdzigcza swoje istnienie zjawisko halo? Istnieje ono dzieki
rézniczkowalnosci (oczywiscie, funkeji Halo)!

k2



