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Kacik olin1.pijski (7) Zasada szufladkowa Dirichleta (1)

Czestym motywem zadall olimpijskich jest zasada sZ1lfladkowa Dirichleta, która

mówi, ze jezeli kp + 1 kul wrzucimy do p szuflad, to w pewnej szufladzie znajdzie

sie co najmniej k + 1 kul. Stad na mocy tej zasady stwierdzamy, ze np. wsród

13 liczb naturalnych jest co najmniej 7 jednakowej parzystosci oraz co najmniej

dwie, których róznica jest podzielna przez 12; podobnie w klasie 25-osobowej

znajdziemy co najmniej troje uczniów urodzonych w tym samym miesiacu itd.

Mamy nadzieje, ze podane przyklady pokazuja, jak prosta jest sama zasada

szufladkowa Dirichleta. Dlaczego trafia wiec ona do zadall olimpijskich? Otóz

przy rozwiazywaniu zadania, w którym chcemy zastosowac zasade szufladkowa,

naj trudniej jest stwierdzic, czym w zadaniu sa "kule", a czym "szuflady".

Zadanie 1. (Bundeswettbewerb Mathematik - Olimpiada Niemiecka, 1994)

Danych jest 11 liczb rzeczywistych. Udowodnic, ze co najmniej dwie sposród

nich maja rozwiniecia dziesietne pokrywajace sie w nieskOllczonej ilosci miejsc

po przecinku. (Jesli liczba ma skOllczone rozwiniecie dziesietne, to uzupelniamy

je zerami.)

Rozwiazanie.

Przypuscmy, wbrew tezie, ze kazda para rozwazanych liczb pokrywa sie na

skOllczonej ilosci miejsc po przecinku. Par tych liczb jest równiez skOllczenie

wiele (dokladnie CD = 55). Zatem dla dostatecznie duzej liczby naturalnej n,
na n-tym miejscu po przecinku zadna para nie bedzie sie pokrywac. To jednak

jest niemozliwe - liczb mamy 11, cyfr w ukladzie dziesietnym 10, wiec - na

mocy zasady szufladkowej Dirichleta - pewne dwie liczby pokrywaja sie na

n-tym miejscu po przecinku. Uzyskana sprzecznosc dowodzi tezy zadania.

Zadanie 2. (Olimpiada JapOllska, 1991)

Dany jest szesnastowyrazowy ciag liczb jednocyfrowych róznych od zera.

Wykazac, ze sposród wyrazów tego ciagu mozna wybrac kilka kolejnych, których

iloczyn jest kwadratem liczby calkowitej.

Rozwiazanie.

Niech al, , al6 bedzie rozwazanym ciagiem. Dla kazdego i E {l, ... , 16} niech

Pi = al ai· Rozlózmy liczbe Pi na czynniki pierwsze:

Pi = 22ai+1Ui ·32j3i+Xi . 52,;+Yi . 72b;+z;,

gdzie kazda z liczb Wi, Xi, Yi, zi jest równa ° lub 1. Oznaczmy czwórke

uporzadkowana (Wi,Xi,Yi,Zi) przez Si. Jesli dla pewnego ijest Si = (0,0,0,0),

to liczba Pi jest pelnym kwadratem, co dowodzi tezy zadania. Zalózmy wiQc,

ze ella kazdego i mamy Si -j. (0,0,0, O). Czwórek takich jest pietnascie, liczb

zas Pi szesnascie. Zatem na mocy zasady szufladkowej Dirichleta istnieja takie

dwie liczby k, l nalezace do zbioru {l, , l6}, ze k < l i Sk = SI. Stad latwo

dostajemy, ze liczba PI/pk = akH al jest kwadratem liczby calkowitej.

Ponizsze zadania mozna rozwiazac wykorzystujac zasade szufladkowa .. J ak?

3. Dana jest liczba pierwsza P> 5. Udowodnic, ze w nieskonczonym ciagu

l, lI, 111, 1111, ... istnieje nieskonczenie wiele wyrazów podzielnych przez p.

4. Dane sa liczby calkowite al, a2, ... ,au· Udowodnic, ze istnieje taki ciag

Xl, X2, ... , Xu o wyrazach ze zbioru {-l, O, l} nie zlozonych z samych zer, dla

którego liczba al Xl + a2x2 + ... + auxu jest podzielna przez 1994.

5. Udowodnic, ze dla kazdej liczby calkowitej k > 1 istnieje wielokrotnosc

liczby k, mniejsza od k4, która mozna zapisac za pomoca co najwyzej czterech

róznych cyfr (w dziesietnym ukladzie pozycyjnym).

6. Okreslamy rekurencyjnie ciag {Fn}: FI = l, F2 = l, Fn+"2 = Fn+1 + F".
Udowodnic, ze w zbiorze {Fl' F2, ... , FlOOOOOl}istnieje liczba zakonczona

co najmniej trzema zerami.

7. Dowiesc, ze z (k2 + l)-wyrazowego ciagu róznych liczb rzeczywistych mozna

wybrac (k + l)-wyrazowy podciag monotoniczny.
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