O liczbach przestepnych

W artykule Roberta Hajlasza ,Dowody niewymiernoéci pewnych liczb”

.5 3. : 3
(Delta 10/1994) wspomniane zostalo, Ze liczba J?/— jest niewymierna.
Okazuje sie, e w pewnym sensie jest ona nawet ,bardzo niewymierna”.
Co przez to rozumiemy — okaze si¢ za chwile. Ale najpierw pewna

definicja.

Liczbq algebraiczng nazywamy dowolny pierwiastek réwnania algebraicznego

Gnz"” + an-12" '+ ...+ a1z +a0 =0

o wspdiczynnikach calkowitych.

I tak dowolna liczba wymierna p/q jest algebraiczna, jako Ze jest ona
pierwiastkiem réwnania gz — p = 0. Mozna tez wykazaé, ze wszystkie
liczby wyrazajace sie za pomoca czterech podstawowych dzialai

oraz pierwiastkowania, wykonywanych na liczbach catkowitych, sa

algebraiczne, tj. algebraiczne sa wszystkie liczby postaci V2, /3 + /5,

VV2Z+ 5/ v/9... itd. Liczby, ktére nie sa algebraiczne, nazywamy
przestgpnymi. Poniewaz liczby wymierne sa, algebraiczne, wigc liczby
przestepne sa niewymierne. A skoro liczb przestepnych nie da sig

réwniez przedstawié za pomoca czterech podstawowych dzialan oraz
pierwiastkowania, wykonywanych na liczbach catkowitych, wigc liczby
przestepne sa w pewnym sensie nawet ,bardzo niewymierne”. Ale, czy
liczby przestepne... istnieja? Innymi slowy, czy istnieje choé jedna liczba,
ktéra nie jest pierwiastkiem réwnania algebraicznego o wspéiczynnikach

calkowitych?

Choé problemem istnienia liczb przestepnych interesowal si¢ juz Leonhard
Euler, to jednak pierwszym, ktéry udowodnil (w 1844 r.) ich istnienie,
byl Joseph Liouville (patrz Delta 1/1993). Konkretne liczby, o ktérych
udowodnil, ze sa przestepne, byly jednak nieciekawe — w tym sensie,

ze zapewne nikt nigdy ich nie uzyl przy rozpatrywaniu innych probleméw
matematycznych. Istotny postep nastapil, gdy w 1873 roku Charles
Hermite nudowodnil, ze liczba e jest przestepna, i gdy dziewieé lat

pééniej Ferdinand Lindemann uczynil to samo w stosunku do liczby .

O waznoéci liczb e oraz m nikogo nie trzeba przekonywaé. Co wiecej,

z przestepnoéci liczby m wynika niewykonalnodé kwadratury kola cyrklem

i linijka,.

Pod koniec XIX wieku bylo tez wiadomo, Ze liczb przestepnych jest
bardzo, bardzo duzo, choé nie wiadomo bylo (poza pewnymi konkretnymi
przypadkami), jak rozstrzygnaé, czy konkretnie wskazana liczba jest

przestepna.

Taki byl mniej wiecej ,stan meczu® w chwili, gdy David Hilbert
w 1900 roku na II Miedzynarodowym Kongresie Matematycznym wéréd

stynnych 23 probleméw sformulowal problem nastepujacy:

Udowodnié, ze jezeli a # 0, a # 1 jest liczbq algebraiczng, b zad jest liczbg

algebraiczng i niewymierng, to liczba a® jest przestepna.

Dowéd zostal podany dopiero w 1934 roku (niezaleznie) przez

A.O. Gelfonda oraz T. Schneidera. W szczegdélnodci wynika stad, ze J?/E
jest liczba przestepna, a wiec réwniez niewymierna. Mimo iz wydaje sie,
%e problem Hilberta dotyczy liczb bardzo szczegélnej postaci, to jednak
ma on daleko nieoczywiste konsekwencje, bowiem wynika z niego, miedzy

innymi, nastepujacy fakt:

Jesli w trdjkgceie réwnoramiennym stosunek kqta przy podstawie do kgta
przy wierzcholku jest liczbq algebraiczng niewymierng, to stosunek diugodet

podstawy do diugodci ramienia jest liczbg przestepnag.

Z rozwiazania wspomnianego problemu Hilberta wynika réwniez,
ze wszystkie wartoéci logarytméw, ktérych przyblizenia moZemy znale#é

w tablicach, sa albo wymierne, albo przestepne.

Opracowal P.H.

Wrykres ten zostal sporzadzony

na podstawie rozwazanego do tej
pory przybliZonego geometrycznego
modelu porowatosci. Jest wiec takie

¢ przyblizony. Uzyte wartodci paramatréw

sa nastepujace: porowatodé ¢ = 0,5,
promiefi poréw r = 10~* m, masa
molowa H,O wynosi g = 0,018 kg/mol,
a stala gazowa R = 8,314 J/K-mol.
Przewodnictwo cieplne nieporowatego
lodu jest funkcja temperatury. Zostala
przyjeta typowa dla dielektrykéw zaleznodé
typu £ ~ &:

k1 = 567/T [m ® s] i
ze wspdlczynnikiem proporcjonalnoéci
wyznaczonym dodwiadczalnie.

Oméwiony sposéb obliczania
przewodnictwa cieplnego porowatego
lodu mozna zastosowaé do jadra komety
i obliczyé szybkodé przenikania ciepta

w glab jadra. Okaze sie wéwczas,

ze w przypadku niektérych komet
stwardniala skorupa zlepionych ziarenek
lodu grubieje na tyle szybko, Ze pobranie
prébki z powierzchni jadra moze

byé trudne i wymagac zastosowania
nietypowych metod.

Na koniec warto zastanowié sie, w jaki
sposéb przewodnictwo cieplne porowatego
lodu zmieni sie po wprowadzeniu do
poréw powietrza (gazu innego niz para).
W najbardziej interesujacym przypadku,
czyli na Ziemi, ciénienie pary w porach jest
male w poréwnaniu z cidnieniem powietrza.
Z tego wigledu decydujacym czynnikiem
ograniczajacym szybkosé przeplywu pary
jest nie rozmiar poréw, ale zderzenia

z czasteczkami powietrza. W konsekwencji
przewodnictwo cieplne poréw jest znacznie
mniejsze i nie nalezy sie spodziewaé, aby
porowaty 16d mial wieksze przewodnictwo
niz nieporowaty.

Liczby Liouville’a to liczby postaci
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gdzie ¢; sa dowolnie wybieranymi cyframi
réznymi od zera.

Dowdéd, #e sa one przestepne, jest bardzo
podobny do dowodu przestepnodei licaby
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zamieszczonego w Deleie 1/1993.

Ciekawostka:

Liczba 0,12345678910111213..., w ktérej

po przecinku wystepuja jedna za druga,
kolejne liczby naturalne, jest przestepna
(Kurt Mahler). Czytelnikom pozostawiamy
jako nietrudne éwiczenie dowéd, ie powyisza
liczba jest niewymierna (bezpoérednio, bez
korzystania z faktu, e jest przestepna).



