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Kacik olimpijski (6)
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Niemiecka Olimpiada Matematyczna

Zawody olimpiady matematycznej w Niemczech (bedace kontynuacja

zawodéw w RFN) odbywaja sie od 1970 roku. Na poczatku kazdego roku
kalendarzowego rozsylane sa do szkét druki z zadaniami pierwszego etapu.
Uczniowie zainteresowani zawodami przesylaja rozwiazania zadan do komitetéw
okregowych odpowiadajacych poszczegélnym landom. W kwietniu najlepsi

z nich zostaja zakwalifikowani do drugiego etapu i otrzymuja kolejne cztery
zadania do rozwiazania — juz nieco trudniejsze. Spoéréd najlepszych uczestnikéw
drugiego etapu wybierana jest niewielka grupka finalisté6w. Final to egzamin
ustny przed niemieckimi profesorami matematyki. Na podstawie tych rozméw
zostaje wybrana szescioosobowa druzyna na miedzynarodowa olimpiade
matematyczna.

Na Miedzynarodowej Olimpiadzie Matematycznej w Turcji w 1993 roku druzyna
Niemiec zajela drugie miejsce (4 zlote i 2 srebrne medale) za niepokonana juz

od wielu lat druzyna Chin (6 zlotych medali). Proponujemy wigc Czytelnikom
przygotowujacym sie do zawodéw Olimpiady Matematycznej, aby stawili czolo
zadaniom, ktére rozwiazywali najlepsi (nie liczac Chin). Czytelnikom zyczymy
milej zabawy!

I etap — styczen 1993

1. Dla kazdej liczby naturalnej n > 3 oznaczmy przez m taka najwieksza liczbe
naturalna, ze n = a; + az + ...+ ap, gdzie a1, az, ..., a,, sa réznymi liczbami
naturalnymi. Wyrazié m jako funkcje zmiennej n.

2. Skoniczony zbiér M punktéw plaszezyzny ma nastepujaca wlasnodé:
dla dowolnych dwéch punktéw A, B € M istnieje taki punkt C € M,

ze tréjkat ABC jest réwnoboczny. Znalefé zbiér M o najwiekszej liczbie
elementéw majacy owa wlasnoéé. ;i

3. Istnieja pary liczb kwadratowych (kwadraty liczb naturalnych)
o nastepujacych wlasnoéciach:

— ich rozwiniecia dziesietne maja te same liczbe cyfr (sakladamy tu, ze pilerwsza
cyfra rozwiniecia jest rézna od zera),

— gdy napiszemy te liczby jedna za druga, to otrzymamy nowa liczbe
kwadratowa.

Przyklad: 16 = 4% i 81 = 92, 1681 = 412,
Udowodnié, ze istnieje nieskoriczenie wiele takich par.

4. Dany jest tréjkat ABC o polu F. Konstruujemy szesciokat wypukly
o wierzcholkach A;, Az, By, Bz, C1, Ca. Oznaczmy jego pole przez G tak, jak
pokazano na rysunku. Wykazaé, ze G > 13F.

II etap — kwiecieni 1993

1. Kazdy wierzcholek dziewieciokata foremnego malujemy na zielono lub
czerwono. Udowodni¢, ze istnieja dwa przystajace tréjkaty (o wierzcholkach

=5 wybranych sposréd wierzchotkéw dziewieciokata), z ktérych kaidy ma wszystkie

wierzcholki jednakowego koloru.

2. O liczbie rzeczywistej a wiemy, ze istnieje dokladnie jeden kwadrat, ktérego

- wierzchotki leza na krzywej y = z° + az. Znale#é dlugosé boku tego kwadratu.

3. Dany jest tréjkat ABC. A’ jest punktem przeciecia dwusiecznej kata A

i symetralnej boku AB, B’ jest punktem przecigcia dwusiecznej kata B

1 symetralnej boku BC, C' jest punktem przeciecia dwusiecznej kata C'

i symetralnej boku CA. Udowodnié, ze tréjkat ABC jest réwnoboczny wtedy
i tylko wtedy, gdy A’ = B'. Jezeli punkty A’, B', C' sa rézne, to wykazad,

ze |£B'A'C'| =90° — |LBAC|/2.

4. Cgy istnieje taka liczba naturalna n, ze n! w systemie dziesietnym zaczyna sie
od ukladu cyfr 19937
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