Kacik olimpijski (5)

Pordwnaj tei & Kacikiem Olimpijskim
w Delcie 5/1994.

Medal Fieldsa jest w fwiecie
matematykéw odpowiednikiem
Nagrody Nobla (matematyki nie uznal
Nobel za dzialalno$é sluiaca ludzkogci);
przyznaje sie go raz na catery lata,
podczas kolejnych miedzynarodowych
Kongreséw Matematycznych. Zaden
Polak nie byl jeszcze laureatem medalu
Fieldsa.

Historia pewnego zadania

Na radzieckiej Olimpiadzie Matematycznej w 1968 roku w Kijowie pojawilo sie
ciekawe i dos¢ trudne

Zadanie. Udowodnié, ze dla dowolnych liczb dodatnich z,, ..., z,, zachodzi
nieréwnosé
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Rozwiazanie jest dos$¢ krétkie. Pomysl polega na tym, by szacowaé lewa strone

z dolu odrzucajac ulamki o niewielkich licznikach; oto szczegély.

Wybierzmy tak numer z;, aby z;, = max z;. Otéz z;, jest licznikiem jednego

<i<n

z ulamkéw. W mianowniku tego ulamka sa dwa skladniki. Wiekszy z nich

oznaczmy przez Z;,. Dalej, niech z;; bedzie wieksza z dwéch liczb stojacych

w mianowniku ulamka o liczniku z;, itd. — ogélnie, z;, oznacza wieksza z dwéch

liczb stojacych w mianowniku ulamka o liczniku z;,_,. Przy tych oznaczeniach
I, > I,
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Zauwazmy, ze liczby z;, oraz z;,,, wystepuja we wzorze (1) w licznikach
ulamkéw bad# to sasiednich, bad# oddzielonych dokladnie jednym ulamkiem
(przyjmijmy, ze ulamki pierwszy i ostatni tez sa sasiednie). Poniewaz z;,
wystepuje w mianownikach dwéch sasiednich skladnikéw naszej sumy oraz

jest najwicksza ze wszystkich liczb z;, wiec dla pewnego k mamy z;, ., = z;,.
Jak juz powiedzieliSmy, przechodzac od ulamka z licznikiem z;, do tego

z licznikiem z;,,, przeskakujemy o jeden lub o dwa skladniki. Aby dojéé od z;,
do z;,,, = z;,, musimy wykonaé ,petle” dlugosci n; skad k > n/2.

Oszacujmy teraz nasza sume S z dolu, wybierajac jedynie skladniki o licznikach
Tiyy Tiy, .-y Ti,- Poslugujac sie nieréwnoscia o sredniej arytmetycznej
1 geometrycznej, otrzymamy teze:
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To jednak nie koniec historii. Zauwazmy, ze w naszym dowodzie czasami
zapominamy o niektérych skladnikach w sumie S — moze sie nawet zdarzyé tak,
ze zapominamy o co drugim skladniku. Zapewne wiec udowodnione przez nas
oszacowanie nie jest najlepsze z mozliwych.

W 1954 roku amerykanski matematyk H.S. Shapiro wysunal hipoteze, ze dla
kazdego n € N i dla dowolnych dodatnich z;, ..., z, zachodzi nieréwnodé
mocniejsza od (1): z lewa strona nie zmieniona, i n/2 zamiast n/4 po prawej
stronie. Udowodniono jednak, ze przypuszczenie Shapiro nie jest prawda dla
parzystych n > 14 oraz dla nieparzystych n > 27.

Ostra wersje nieréwnosci (1) zdotal udowodnié wkrétce po zakoriczeniu
kijowskiej olimpiady jeden z jej zwycigzcéw, W.G. Drinfeld, pézniejszy (1990)
laureat medalu Fieldsa.

Okazuje sie, ze dla n € N oraz dodatnich z;, 1 <1 < n, mamy zawsze
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Liczba v ~ 0,989... jest rzedna punktu, w ktérym wspélna styczna do
wykreséw funkcji y = exp(—z) oraz y = 2/(exp(z/2) + exp(z)) przecina
0§ OY. Oszacowania (2) nie mozna poprawié: jeéli v, > 1, to istnieje takie n
i liczby dodatnie z;, ze S(zi,...,2,) <71 -n/2. Ten wynik byl treicia jednej
z pierwszych publikacji naukowych Drinfelda.

Historyjka wydaje si¢ mie¢ dwa moraly. Po pierwsze, przed uczestnikami
Olimpiady Matematycznej otwiera sie $ciezka do éwiata trudnej nauki, w ktérym
jest miejsce nawet na medal Fieldsa. Po drugie, elementarne zadania z pozornie
prostymi rozwiazaniami moga by¢ Zrédlem ciekawych uogélniesi, interesujacych
nawet dla wielkich matematykdéw.
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