Dowody niewymiernosci Whbrew
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rozsadkowi (X)

(Wedlug wykladéw radiowych
z audycji IV programu - Widnokrqg)

Robert HAJEASZ

Znane jest twierdzenie:

Jesli réwnanie stopnia n-tego o wspdlczynnikach catkowitych Tomasz HOFMOKIL

1 wspdlczynniku przy najwyzszej potedze réwnym 1 ma prerwiastek _
wymierny, to jest on catkowity. Czy umiecie sie dziwié?

Z twierdzenia tego skorzystamy nizej przy dowodzeniu :
niewymiernoéci pewnych liczb. W poprzednich dziewieciu pogadankach

' omawialem zjawiska, ktérych wynik zdaje
sie przeczyé naszemu poczuciu tego,
Dowéd. ; co mozliwe i dlatego sklonni jestesmy je
uznaé za przeczace zdrowemu rozsadkowi.
Zjawisk takich jest bardzo wiele i dlugo

L. Wykazaé, ze /13 jest liczbq niewymierna.

Rozwazmy réwnanie

'-13=0. jeszcze mozna by gawedzié na ten temat.
Liczba /13 jest rozwiazaniem tego réwnania. Przypuéémy, Kiedy jednak przychodzi pora zakoticzyé
ze jest ona wymierna. Wéwczas, z uwagi na to, ze réwnanie ma nasze spotkania, powstaje problem, jaki
wspélezynniki caltkowite i wspélczynnik przy najwyzszej potedze temat najbardziej by si¢ do tego nadawal.

réwny 1, otrzymujemy, ze liczba /13 jest calkowita. A przeciez nia

0 Zdecydowalem, ze dobrze nadaje sie
nie jest. Sprzecznosé. :

do tego wskazanie, jak cenna cecha

Uwaga. W ten sam sposéb dowodzimy, ze niewymiernymi sa liczby jest umiejetnodé dziwienia&. s-ie..]?{:.n:\y
W/19, *W/307, it ja wszyscy we wczesnym dziecifistwie.

\/_ \/“ p- Zadreczamy rodzicéw pytaniami a co fo?

Podamy jeszcze jeden dowdéd faktu, ze a po co to? a dlaczego? Nie zawsze nawet

V2 jest liczbaq niewymierng. wystuchamy odpowiedzi, a juz gotowe jest
nastepne pytanie. Z wiekiem te zdolnodé
dziwienia sig stopniowo zatracamy,
Przypuéémy, ze /2 jest liczba wymierna. Wéwczas istnieje wszystko powszednieje i nie potrafimy
najmniejsza liczba naturalna — oznaczmy ja przez n — taka, ze juz “j“f’é za zaslona powszedniosci :
n\/ijest liczba naturalna. zaskakujacych probleméw. Na szczedcie
nie wszyscy traca zdolnoéé dziwienia sie
Rozwazmy teraz liczbe ny/2 — n. Otrzymujemy, ze iz nich wyrastaja prawdziwi badacze.
1) nv/2 — n jest liczba naturalna, :
2) nv/2 — n < n (bo ny/2 < 2n),
3) (nv2 — n)v/2 jest liczba naturalna (bo 2n — nv/2 jest liczba
naturalna).

(Dowéd pochodzi od matematyka angielskiego T. Estermanna.)

Nie jest trudno zostaé prawdziwym
badaczem, bo rzeczy niezwyklych dzieje
sie¢ wokét wiele. Aby sie jednak czyms
zdziwié, trzeba na ten temat mieé pewne
podstawowe wiadomodci. Jezeli dziwie sig
(na przykiad), Ze moja znajoma z dnia
na dzief stala si¢ platynowa blondynka,
to znaczy, ze mialem informacje o jej

II. Wykazad, ze dotychczas kruczoczarnych wlosach

i dziwie sie, jaki to fenomen przyrody lub

/ moze, bardziej si¢ ograniczajac, chemii,
\/2 o \/2 +V2H.+V2 moze by¢ za to zjawisko odpowiedzialny.

Otrzymalismy sprzecznoéé, bo znalezliémy liczbe ny/2 — n, ktéra
jest naturalna, mniejsza od n i taka, ze (ny/2 — n)\/2 jest liczba
naturalna.

jest liczbg niewymierng. Niedobrze jest, jezeli zarejestruje
obie informacje: wczoraj ciemna, dzi§
Dowéd. _blondynka inie wywola. to za.dnej rea.kq;l

Przypuéémy, ze liczba ta jest wymierna. Wéwczas podnoszac ja do
kwadratu i odejmujac 2 — odpowiednia liczbe razy — otrzymujemy,
ie v/2 jest liczba wymierna. Sprzecznosé.

Moze, oasywmcle, oznacza.é to, ze SJanl:o

- zmiany koloru wioséw jest dla mnie az
‘nadto dobrze znane. Wtedy, istotnie, nie
1. Wykazaé, ze tg 1° jest liczbq niewymiernq. ‘ma czemu si¢ dziwié. Moze Jednak bYé

i tak, Ze nie dzlww si¢, bo mnie to nic nie

Dowéd. _ g ) 4 ; ! obchodm — i to jest objaw nlepokojacy
Przypudémy, ze tg 1° jest liczba wymierna. Wéwczas wymierne sa Oznacza to, je jestem nastawiony na
tez liczby rejestrowanie faktéw, bo same pcha.)a, aie




przed oczy, ale nie interesuje mnie pytanie
ani dlaczego?, ani w jaki sposdb?. Jest to
duze kalectwo intelektualne i stad pytanie,
czy Patistwo nie sa nim dotknieci, czy
umieja sie Parnistwo dziwié?

Po tym wprowadzeniu rozejrzyjmy sie
dookota. Na pomoc przywolamy tylko
szkolna wiedze z fizyki.

Obserwacja pierwsza: stoje na Ziemi,
cigzko mi od niej sie oderwaé, co najwyzej
moge podskoczyé. Wiem, Ze to Ziemia
przyciaga mnie grawitacyjnie. Dlaczego
jednak nie odczuwam zadnego przyciagania
ze strony innych obiektéw materialnych?

Zapytany o to fizyk odpowie, Ze takie
przyciaganie, oczywiécie, istnieje, ale

jest niestychanie slabe. Jezeli cala
ogromna Ziemia przyciaga mnie (a ja ja)
z sila odpowiadajaca mojemu ciezarowi,
to zwykly budynek wielekroé lzejszy od
Ziemi moze to uczynié z tylekroé mniejsza,
sila,.

Mozemy zadowolié sie ta odpowiedzia

i wtedy koticzy sie nasze zdziwienie, ale
mozemy byé nieco bardziej dociekliwi

i natychmiast wymy$li¢ nastepny problem.
Wiemy przeciez, ze jesteSmy zbudowani

z atoméw, a te zawieraja, elektrycznie
naladowane dodatnie jadra i ujemne
elektrony. Czy ladunki elektryczne, jakie

sa we mnie, dokladnie sie réwnowaza?

Prosty rachunek, dostepny dla ucznia
w szkole, moze wykazaé, ze gdyby
atomy nie byly doskonale obojetne
elektrycznie, to oddziatywalibyémy na
siebie ogromnymi sitami. Wyobrazmy
sobie dla przykladu, ze Panie maja,
nadmiar tadunkéw dodatnich, a Panowie
nadmiar tadunkéw ujemnych. Zaléimy
dalej, Ze ten nadmiar lub niedomiar
jest znikomo maly, na przyklad niech
tylko jedna stumilionowa czedé tadunku
protonéw u Pai, a elektronéw u Panéw,
‘bedzie niezobojetniona. Czy wyobrazaja
sobie Pafistwo, co by sie wowczas dzialo?
Otéz sita przyciagania pici przemwnych
z odleglodci jednego metra bylaby rzedu
milionéw milionéw niutonéw. Z ta sama
sila odpychalyby sie wzajemnie Panie,
jak réwniez Panowie. To, ze mozemy
w miare spokojnie (na ogét) przechodzié
obok siebie nie ulegajac zmiazdzeniu ani
odrzuceniu {chaé oczymécm, pewien
pociag lub abominacje mozemy wyraixu
. odczuwaé), $wiadczy o idealnym niem:
zréwnowazeniu ladunkéw elektronﬁm

i protonéw w materii naszego orga.numu.. _' <

Czy to nas dziwi?

Jezeli nie, to trudno, ale wa.rto Jedna.k snué
dalej te rozwazania i dalej sie dziwié.
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Otrzymaliémy, ze tg30°, czyli /3/3 jest licaba wymierna.
Sprzecznoéé.

IV. Wykazaé, ze tg § jest liczbg niewymierng.

Dowéd.

I sposéb. Korzystamy z twierdzenia o dwusiecznej kata
wewnetrznego tréjkata.

W tréjkacie dwusteczna kqta dzielt przeciwlegly bok na odcinki
proporcjonalne do bokdw przyleglych.

W naszym przypadku
i l—=z

gty Ik
z\/——l—a:,

f f+1_‘/~_1

A wigc z, czyli tg § jest liczba
niewymierna.

IT sposéb.
tgg =7 ittg EE
g 3
- 2 mu
(%) a?+22-1=0
a; =v2—-1 — liczba niewymierna.

(Mozna i tak: Liczba a jest pierwiastkiem réwnania v? +2v—1 =0
(patrz (*)). Gdyby liczba a byla wymierna, to z uwagi na to,

ze réwnanie ma wspélczynniki calkowite i wspélczynnik przy
najwyzszej potedze réwny 1, otrzymalibyémy, ze a jest liczba
calkowita. Ze nie jest, widaé to wyraZnie na rysunku (sposéb I). "
Tam jest to czes$¢ jedynki, wiec nie jest liczba caltkowita.)

Rozwiazemy teraz zadanie znane juz Czytelnikom Delty.

V. Czy istniejq takie dwie liczby niewymierne a 1 b, ze a® jest liczba
wymierng?

Rozwiazanie.

I sposéb. Rozwazmy liczbe \/_ . Liczba ta jest albo wymierna,
albo niewymierna. Jesli jest wymierna, to odpowied? jest twierdzaca
w spos6b oczywisty. Jesli jest niewymierna, to te niewymierna
podnosimy do niewymiernej /2 i otrzymujemy

(\/Eﬁ)ﬁzﬁzzz,

a wiec otrzymujemy liczbe wymierna.
Odpowiedz: Tak.



P 2 . 4 .
Uwaga. Mozna udowodnié, ze '\/i\/_ jest liczba niewymierna. Przecies takie idealne prawie

Napiszemy o tym w artykule ,,O liczbach przestepnych” zréwnowazenie wiadczy, ze tadunek
w Delcie 11/1994. elektryczny nie zalezy od jego ruchu.
Lol ’ o : ; Elektrony sa znacznie bardziej ruchliwe
I sposéb. /2 "Y?" = 3. Pozostaje wykazaé, ze lgﬁ 3 jest liczba od protonéw, a jednak maja w materii
niewymierna. Przypusémy, ze lgﬁ3 jest liczba wymierna, czyli ze doktadnie ten sam ladunek co do wartodci,
lg\/i Qi :nn_ 1 a rézniacy sie tylko znakiem. Co w tym

dziwnego? Choéby to, ze wiemy skadinad,
i masa zalezy od predkosci ciala. Czy nie
zaskakuje nas, Ze ladunek nie wykazuje tej
(\/é)m;‘n =3, zaleznosci?

= g Kojarzac niezaleznosé tadunku od jego
gm _ gn pred}mécl i ath‘ex:dzen.la szczego.lnej
teorii wzglednodci mozna wywnioskowad,
Lewa strona dzieli sie przez 2, prawa za$ nie. Sprzecznosé. Ze powinno istnieé pole magnetyczne
(faktycznie odkryto je wczedniej niz teorie
wzglednosci, ale mozemy sprébowaé
zrobi¢ to na nowo po jej odkryciu).
Jak to rozwiazac? Wiedzac za$ o polu magnetycznym
przewodnika z pradem mozemy (na nowo)
zaprojektowaé silnik elektryczny. Ten
ciag wnioskowania mozna ciagnaé jeszcze
daleko. Wybralem go dla wykazania,
ze wnikliwe zastanowienie sie, dlaczego nie
odczuwam zadnego pociagu do znajomej

@ Pani (a w kazdym razie nie mierzony
A B S w milionach milionéw niutonéw), moze
— T

gdzie m i n sa pewnymi liczbami naturalnymi (wolno napisaé,
ze naturalnymi, bo lg 53> 0). Stad

Mamy prosta. Usuiimy z niej pewien odcinek i zamiast niego
»wwklejmy” krzywa, tak jak na rysunku 1.

doprowadzié — przy odpowiedniej zdolnosci
wnioskowania — do odkrycia zasady

Bl dziatania silnika elektrycznego.

Przedstawione rozumowanie

bylo rozumowaniem naukowym.
WyciagaliSmy wnioski ze znanych faktéw
doéwiadczalnych i nie postulowaliémy
niczego, czego nie mozna by sprawdzié
Poniewaz nie jest jasne, jak matematycznie zdefiniowaé krzywa, wiec doévfriadcza,lnie. Nie zawsze jednak tak by¢
proponuje przyjaé, ze obie pélproste A i B sa polaczone nie krzywa, e

Problem jest nastepujacy:

Czy po kazdej takiej krzywej da si¢ przejechad zapalka z lewes
pdiprostey (polozenie A) na prawq (polozenie B) w taki sposéb, aby
caly czas oba kotice zapatkt dotykaly linii?

lecz tamana. Na sam koniec zatrzymam sie na
koncepcjach, ktére wykraczaja poza &cisle
naukowe wnioskowanie. Obserwacja, ktéra
proponuje wykonaé, jest zaskakujaco
prosta. Prosze sprébowaé stwierdzié,

ie Pan czy Pani istnieje. Czy to
zamierzenie wydaje sie byé pozbawione

Proponuje tez najpierw porobié troche dodwiadczeni z réznymi
krzywymi. Czytelnik przekona sie, jak czasami skomplikowane ruchy
zmuszona jest wykonywaé zapalka, nim przejdzie od A do B. Ale czy
zawsze to sie jej uda?

Jezeli zapalka znajduje sie w takim polozeniu, jak na rysunku 2,

g it it ?
to na pewno nie przejdzie ona na pdlprosta B. To jednak nie jest i
kontrprzyklad, bo gdyby$my wystartowali z polozenia A, to bez Znane jest powiedzenie ,myéle, wiec
przeszkdd dojdziemy do B. Po prostu ruszajac z A zapaltka nigdy jestem”. Jest to jakies rozwiazanie

nie wpadnie w taka pulapke, jaka jest przedstawiona na rysunku 2. sprawy. Moiemy sprawdzi¢ to w jeszcze
prostszy sposéb nie nadwerezajac naszych
wiadz umyslowych. Mozna sie po
prostu uszczypnaé. Jezeli Panstwo nie

- zasneli nad lektura tego tekstu, to i te
@ # obserwacje dwiadczaca o wlasnym istnieniu
A e e = B wykonaja, Paifistwo bez trudnosci. A teraz

pytanie, czy ta obserwacja co§ nam daje.
Oczywidcie, tak.

Rys. 2

Skoro stwierdziliémy, Ze istniejemy, nasuwa
sie od razu szereg pytan filozoficznych
kontrprzykladéw wyslemy nagrody ksiazkowe. o to, skad wzial sie czlowiek, o jego

Protr HAJEASZ B éwiadomosé, myéli, o jego dusze.

Czekamy na listy. Autorom najciekawszych dowodéw bads




