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Niech Ak = (k, O), natomiast Bk = (k, f{k)) dla k E N.

Witold BEDNAREK

x

sumowanie

Rysunek 1 przedstawia orientacyjny ksztalt wykresu .takiej funkcji.
y

Zaczniemy od zadania: Wyznacz wartosci sum

111
(l) -+-+ ...+--VI..j2 V9999 '

1 1 1
(2) - +-+...+-

1 2 9999

z mozliwie jak najlepszym przyblizeniem.

Na pierwszy rzut oka rozwiazanie wydaje sie zmudnym procesem

rachunkowym, bowiem w tych przypadkach nie istnieja powszechnie

znane wzory sumacyjne (jak na przyklad dla ciagu arytmetycznego

i geometrycznego).

Spróbujmy inaczej podejsc do problemu.

Rozwazmy funkcje f okreslona na zbiorze liczb dodatnich, która jest

1. dodatnia,

2. malejaca,

3. wypukla w dól,

4. rózniczkowalna.

Przyblizone

Niech Pk oznacza pole trapezu AkAk+lBk+lBk, a Tk - pole

trapezu krzywoliniowego o tych samych wierzcholkach, to jest figury

ograniczonej prostymi y = O, x = k, x = k + 1 i wykresem funkcji f.
Mamy

(3) Pk = f{k) + f{k + 1)
2 .

PoniewaZ funkcja f jest wypukla w dól, wiec odcinek BkBk+l lezy

powyzej wykresu f w przedziale (kj k + 1). Zatem (rys. 2)

(4) Tk < Pk.

y

fragmentów nieba poludniowego. Celem
programu bylo badanie wielkoskalowej

struktury Wszechswiata na podstawie
analizy korelacji polozen odleglych
galaktyk. Takie odlegle galaktyki maja

rozmiary katowe rzedu kilku sekund
luku i ich obrazy trudno jest odróznic

od obrazów slabych gwiazd, przez co
wyznaczanie polozen i klasyfikacj a setek
tysiecy obiektów jest zajeciem niezwykle

nudnym i czasochlonnym. Dlatego do tej

pracy zaprzegnieto komputer. Na jednym
ze zdjec fragmentu nieba w gwiazdozbiorze

Sekstansa "zauwazyl" on obszar o srednicy
kilkunastu minut luku, w którym gestosc
slabych gwiazd byla wyraznie wyzsza
niz w obszarach sasiednich. Wysnuto

wniosek, ze te "dodatkowe" slabe gwiazdy
sa w rzeczywistosci najjasniejszymi

gwiazdami pobliskiej, dotychczas nie
znanej galaktyki karlowatej. Szybko
wykonano dodatkowe obserwacje i juz
po roku bylo wiadomo, ze nowo odkryty
obiekt jest kolejnym slabym towarzyszem

naszej Galaktyki. W 1992 roku doniesiono
o znalezieniu jeszcze jednego takiego

obiektu w gwiazdozbiorze Tukana.

W najblizszych latach planowane jest
wykonanie nowego atlasu calego nieba.

Atlas ten bedzie wykonany nie na kliszach
fotograficznych, jak to bylo dotychczas,
ale za pomoca detektorów CCD. Obrazy
nieba beda zapisywane i przechowywane

w postaci cyfrowej. Dzieki temu bedzie
mozliwa ich bardzo dokladna i szybka

analiza za pomoca komputerów. Nowy
atlas pozwoli tez na identyfikacje gwiazd

znacznie slabszych, niz bylo to mozliwe
w przypadku atlasów zrobionych technika

fotograficzna. Glównym celem autorów

planowanego przegladu jest klasyfikacja
i badanie rozkladu przestrzennego

kilkudziesieciu milionów galaktyk. Mozna
jednak oczekiwac, ze przy okazji odkryte
zostana dalsze galaktyki wchodzace
w sklad Grupy Lokalnej.

Pomimo podobnego wyg[adu karlowate

galaktyki bedace satelitami Drogi Mlecznej
nie stanowia jednorodnej grupy. Niektóre
z llich zawieraja wyla,cznie bardzo stare
gwiazdy <O wieku. zblizonym do wieku

najstarszych gwiazd w Galaktyce.
Wszystkie gwiazdy, obserwowane

w obiektach takich jak Scwptor czy
Ursa Minor, powstaly .mniej wiecej
jednoczesnie w momencie tworzenia sie

tych galaktyk przed oblo 15 miliardami
lat. Z kolei w obiektach takich jak
Carina czy Leo I mamy mieszanine

gwiazd bardzo starych i stosunkowo
mlodych, utwol'Zonych 5-7 miliardów
lat temu. Obserwujemy w :nich nawet
gwiazdy o wieku nie przekraczajacym

3 miliardów lat. Najwyrazniej ewolucja

galaktyk karlowatych przebiegala na wiele
sposobów.
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Niejednokrotnie w De/cie bylo

wspominane, ze wielkosc calkowitej masy

Galaktyki jest przedmiotem kontrowersji.
Z jednej strony sumaryczna masa gwiazd
oraz obloków gazu i pylu wynosi okolo 1010

mas Slonca. Z kolei analiza orbit gwiazd
oraz obloków gazu wskazuje na wartosc

o rzad wielkosci wieksza. W takiej
sytuacji okolo 90% masy Galaktyki

ukryte byloby w obiektach niedostepnych
obserwacji. Sugerowano, ze ukryta masa
wystepuje w postaci nieznanych czastek

elementarnych (np. masywne neutrina)
lub gwiazdopodobnych obiektów o masach
zbyt malych, aby mogly zainicjowac
reakcje termojadrowe w swoim wnetrzu

(takie hipotetyczne obiekty o masach rzedu
kilku mas Jowisza nazywane sa brazowymi

karlami). Masy galaktyk karlowatych
sa znaczaco mniejsze niz masa Drogi

Mlecznej i dlatego mozemy traktowac je
jako czastki próbne orbitujace w jej polu
grawitacyjnym. Dzieki temu moze stac sie

wykonalne nowe wyznaczenie masy naszej
Galaktyki.

Zalózmy na poczatek, ze dany satelita

ma tylko radialna skladowa predkosci (v)

wzgledem centrum Galaktyki, która
potrafimy wyznaczyc dz~eki efektowi
Dopplera. Oczywiscie, predkosc radialna

wyznaczamy nie wzgledem srodka

masy Galaktyki, lecz wzgledem Slonca,
znajac jednak orbite Slonca w Galaktyce

potrafimy stosowna poprawke uwzglednic.
Aby galaktyka-satelita pozostawala
zwiazana grawitacyjnie z Droga Mleczna,

jej energia kinetyczna powinna byc
mniejsza niz wartosc bezwzgledna jej

energii potencjalnej. Oznaczajac przez M
mase Galaktyki, przez R odleglosc satelity,
a przez m jego mase, dostajemy zaleznosc:

1 2 GMm
'2mv < --yr-'

W rezultacie mamy dolne ograniczenie

na mase Galaktyki: M> (Rv2)j(2G).

Musimy jeszcze wyznaczyc odleglosc
satelity. Wykorzystujemy w tym celu

fakt, ze w galaktykach karlowatych
wystepuje pewna klasa gwiazd zmiennych
o znanej mocy promieniowania. Sa to
gwiazdy pulsujace typu RR Lyrae. Sa one

stosunkowo jasne i dzieki zmiennosci
blasku mozliwe do identyfikacji nawet

w galaktykach odleglych o miliony
lat swietlnych. Ich jasnosc absolutna

usredniona wzgledem okresu pulsacji

(typowe okresy wynosza kilkanascie
godzin) jest w przyblizeniu taka sama
dla wszystkich obiektów tego typu

i znana dzieki pomiarom odleglosci

i obserwowanych jasnosci zmiennych
RR Lyrae polozonych blisko Slonca.

Mierzac teraz obserwowane jasnosci tych
gwiazd lezacych w innych galaktykach
mozemy wyznaczac odleglosci tych wlasnie

odleglych systemów gwiazdowych.
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Z wypuklosci w dól funkcjI f wYI~iku, ze pUllkty (\. i Dk leza
odpowiednio ponizej punktów Bk i Bk+1• Niech wreszcie

Ek = (k, f(k + 1)). Latwo zauwazyc (jak?), ze prosta lk przecina

odcinek EkBk, a zatem

IBkCkl < IBkEkl = f(k) - f(k + 1).

Czworokat CkDkBk+lBk jest równoleglobokiem. Jesli odcinek BkCk

przyjmiemy za podstawe, to wysokosc bedzie równa 1. Z ostatniej

równosci wynika, ze pole Rk tego równolegloboku szacuje sie

nastepujaco:

(5) Rk = IBkCkl·1 < f(k) - f(k + 1).

Prosta lk dzieli trapez AkAk+lBk+lBk na dwie figury. Jedna z nich

jest równoleglobok. Pole Pk - Rk pozostalej czesci jest mniejsze od

pola Tk trapezu krzywoliniowego AkAk+lBk+lBk:

Pk - Rk < n,

Grupa Lokalna Galaktyk w rzucie na plaszc7.Y7.netrzech najbardziej
masywnych. X oznacza przyblizone polozenie srodka masy ukladu.

Z twierdzenia Lagrange'a wynika, ze przez pewien punkt o odcietej

Ok E (kj k + 1) mozna poprowadzic styczna lk do wykresu f
równolegla do prostej BkBk+l'

Niech Ck i Dk beda punktami przeciecia stycznej lk odpowiednio

z prostymi o równaniach x = k oraz x = k + 1 (rys. 3).
y
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czyli

lub w formie przyblizonej

n+I

(7) tl(k)~ J I(x)dx+ (1±~)(t(1)-/(n+1)).
k=1 1

nierównosci zapisac

n+l

J I(x) dx + ~(t(1) - I(n + 1))

n

< 2:: Tk + 1(1) - I(n + 1) .

n

< 2:: I(k) <
k=1

n

2:: Tk + il~)- 1(n + 1)
k=l <

n

(6)

n

2:: n < 2:: Pk
k=l k=l k=l

Korzystajac z równosci (3) mozemy powyzsze
w postaci

n n+I

2:: n = J 1(x) dx .
k=1 1

Nierównosc (6) przyjmie teraz postac
n+I

J I(x) dx + 1(1) - I(n + l) <

n n 3

< 2:: I(k) <2:: Tk + 2(t(1) - I(n + 1)).
k=l k=l

Dzieki interpretacji geometrycznej calki oznaczonej mamy
k+I

Tk = f I(x) dx i stad
k

Pk < Tk + Rk.

Z powyzszej nierównosci oraz nierównosci (4) i (5) mamy

Tk < Pk < Tk + 1(k) - 1(k + 1) .

Sumujac stronami powyzsze nierównosci od k = 1 do k = n
otrzymujemy

Przystepujemy wreszcie do rozwiazania zadania. Mozna latwo

sprawdzic, ze funkcje fI, Jz okreslone wzorami

fI(x) = ~, Jz(x) = ~, x E R+ ,yx x

spelniaja warunki 1 - 4. Otóz, funkcjami pierwotnymi funkcji fI i Jz

sa FI = 2y'X, F2 = lnx.

Korzystajac z udowodnionej równosci przyblizonej (7) oraz

z podstawowego wzoru rachunku calkowego (spójrz na margines)
mamy

_1_+ _1_+ ... + _1_~ 2~ _ 2+ (1 ± ~) (1 1_)VI..j2 vn 2 ~

~ + ~ + ... +~ ~ In (n + 1)+ (1 ± ~) (1 __ 1_) .1 2 n 2 n+1

Dla n = 9999mamy odpowiednio

111
-+ -+ ... + -- ~ 199±O 5
VI..j2 y9999 ' ,

1 1 1
-+-+' .. +-~1O 2±05.
1 2 n"

Wjadomo'~ z oata.tniej ehwili:

w pierwszych dniach kwietnia. 1994 roku grupa.

3 a.stronom6w z Ca.!1lbridge (Anglia.) doniosla.

o odkryciu nowej ga.laktyki ka.rlowa.tej. Nowo

odkryta. ga.la.ktyka. zna.jduje siQ. w gwia.zdozbiorze

Strzelca. i jest ukryta. za. rojem gwia.zd z centra.lnych

obsza.r6w na.szej Ga.la.ktyki. Na. niebie za.jmuje obsza.r

o rozmia.rze okolo 10 X 5 stopni. Ga.la.ktyka. Strzelec

jest polozona. w odleglo!fci za.ledwie 15 kpc od

centrum Ga.la.ktyki i w odleglofci 24 kpc od Slonca..

Odleglo!fci te sa. pona.d dwa. ra.zy mniejsze niz

odleglo§ci Wielkiego Obloku Ma.gella.na., uwa.za.nego

<lotychcza.s za. na.jbliiszego sa.telita na.szej Ga.la.ktyki.

Najsilniej sze ograniczenie masy Drogi
Mlecznej otrzymujemy podstawiajac
do wyprowadzonego wzoru dane dla
galaktyki Leo I. Jej odleglosc i predkosc
radialna wzgledem centrum Galaktyki

wynosza odpowiednio 230 kpc oraz
177 km/s (dodatnia wartosc v oznacza,

ze galaktyka oddala .sie), co daje
Me > 2 x 1011 mas Slonca.

W rzeczywistosci satelity naszej Galaktyki
nie musza poruszac sie radialnie. Aby
wyznaczyc pelen wektor predkosci, nalezy
zmierzyc równiez skladowa predkosci
prostopadla do kierunku widzenia obiektu
(te skladowa nazywamy predkoscia

tangencj alna, styczna). Nie jest to latwe.
Gdyby bowiem predkosc tangencjalna
galaktyki Leo I byla taka jak jej predkosc

radialna (co do wartosci bezwzglednej),
to jej polozenie na sferze niebieskiej
zmienialoby sie o 0,0001 sekundy luku
na rok. Aby zmierzyc tak maly kat,
musimy zaobserwowac zmiane polozenia

gwiazd galaktyki wzgledem obiektów,
co do których mozemy zalozyc, ze stanowia
dobre przyblizenie nieruchomego ukladu
odniesienia. Takimi obiektami sa jadra

odleglych galaktyk oraz kwazary. Program
obserwacyjny majacy za cel wyznaczenie
predkosci tangencjalnych dla galaktyk
karlowatych z Grupy Lokalnej jest obecnie
w zaawansowanym stadium realizacji. Jego
autorzy wykorzystuja zdjecia wykonane
najwiekszymi teleskopami w latach 50.
oraz nowe ekspozycje robione tymi samymi
teleskopami obecnie. Dzieki bazie czasowej
siegajacej 40 lat obrazy gwiazd w badanych
pobliskich galaktykach karlowatych
wykazuj a mierzalne przesuniecia wzgledem
tla odleglych galaktyk i kwazarów. Mozna
miec uzasadniona nadzieje, ze juz niedlugo
zostana wyznaczone pelne wektory
predkosci satelitów naszej Galaktyki,
co w konsekwencji pozwoli wyznaczyc jej
mase·

Jezeli funkcja I jest cia.gla na odcinku la; b],

to istnieje taka funkcja F, ze F'(x) = I(x)

dla x E (a; b). Funkcj e F nazywamy funkcj a.

pierwotna. funkcji I. Okazuje sie, ze

b

f I(x)dx = F(b) - F(a).

Jest to tzw. podstawowy wzór rachunku

calkowego. Mozna to zapisac równiez w postaci

:x (!I(t)dt) = I(x).

Zauwazmy na koniec, ze blad, jaki daje równosc przyblizona (7), nie

przekracza, niezaleznie od wartosci n, licz by ~ 1(1).
2
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