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Ksiega Szkocka

Marek KORDOS

Troche irytuje czeste ostatnio potrzasanie szabelka w rytm hymnu narodowego

obiecujacego, ze jednak szabla odbierzemy i nadmierne rozczulanie sie nad

utraconymi kresami - Moskwe tez w koncu, jako jedyni po Wikingach

i Tatarach, okupowalismy przez jakis czas (i to dwukrotnie). Nawet fakt,

ze - powiedzmy - Bialynicki (albo Mickiewicz) urodzil sie w Nowogródku,

a Kuron (albo Hemar) we Lwowie, nie wydaje sie wystarczajacy, by bardziej

widziec Polske tam niz tutaj. Ale zrozumiec taka reakcje mozna, gdy zwróci sie

uwage na pewne niemoznosci, jakie sobie zafundowalismy w minionym okresie,

a których teraz - bedac juz zacofanym krajem kapitalistycznym - nie nadrobimy.

Wlasna przemoc w tej sprawie wziela nam w szczególnosci Ksiege Szkocka.

Matematycy pracuja w specyficzny sposób i - czesto - potrzebuja do tego

specyficznych warunków. Jednym z takich warunków jest lokal w znacznym

stopniu publiczny, a w dodatku zaopatrzony w róznego rodzaju napoje - slowem

cos, co z pewna dowolnoscia mozna nazwac kawiarnia. Lwowska szkole

matematyczna lat tzw. miedzywojennych stworzyly dwa, polozone tuz obok

siebie, takie lokale CaJi Szkocka i CaJi Roma. Dla potomnosci przetrwa jednak

tylko pierwsza z nich, a to dzieki trafnej inwestycji wlasciciela. Inwestycja

ta byl gruby, starannie oprawiony (i niemniej starannie "przycumowany")

zeszyt, w którym panowie matematycy mogli zapisywac swoje cenne pomysly,

niszczac tym sposobem mniej bibulkowych serwetek. Panom matematykom

pomysl sie spodobal i w ten sposób powstalo unikalne dzielo - zbiór ponad

193 przypadkowych problemów matematycznych, powstalych w ramach czegos

w rodzaju zycia towarzyskiego. Godne uwagi jest, ze problemy te, jak tez

odpowiedzi czy uwagi, pisane sa w róznych jezykach (np. angielski, rosyjski),

w takich, w jakich ich autorom przyszly do glowy. Problemom towarzyszy

czasem obietnica nagrody za ich rozwiazanie (np. 5 malych piw albo zywa ges)

- nagrody takie byly zawsze zreszta wyplacane.

Pierwszy problem zostal wpisany do Ksiegi 17 lipca 1935 roku przez Banacha,

ostatni - sto dziewiecdziesiaty trzeci - przez Steinhausa 31 maja 1941 roku.

Problemów jest wiecej niz 193, gdyz numeracja bywa podwójna - mamy

np. numer 10.1, 15.1 czy 17.1. Wiekszosc problemów jest rozwiazana, choc nie

wszystkie. Rozwiazywanie tych problemów okazalo sie w kilku przypadkach

czyms wiecej niz jedynie gimnastyka umyslowa czy sportem - zapoczatkowalo
nowe kierunki badan.

Napisalem, ze Ksiega Szkocka pisana byla w róznych jezykach. Jest jednak

oczywiste, ze dominujacym byl jezyk polski. I tu dochodzimy do tego,

co nam wlasna przemoc wziela. Gdyby ktos chcial dzisiaj siegnac po Ksiege

Szkocka, znajdzie ja jedynie w jezyku angielskim. Zostala mianowicie wydana

w 1981 roku przez bostonski oddzial wydawnictwa Birkhiiuser. Wydanie

bostonskie zostalo przygotowane przez R. Daniela Mouldina z ogromnym zreszta

udzialem matematyków polskich. Zawiera ono (poza uwagami o wczesniejszych

publikacjach problemów Ksiegi) piec referatów z konferencji poswieconej ksiedze

(Stanislawa Ulama, Marka Kaca, Antoniego Zygmunda, Paula Erdosa i Andrzeja

Granasa) oraz wszystkie problemy z interesujacymi komentarzami ponad

piecdziesieciu matematyków (glównie polskich). Opisuje te ksiazke, gdyz - moim

zdaniem - wiekszosc Czytelników nie ma szansy, by ujrzec ja na wlasne oczy.

W niej zas mozna ujrzec faksimile kilku stron oryginalu ... Ale nie rozbudzajmy

apetytu.

Przytocze teraz szesc problemów z Ksiegi Szkockiej: trzy rozwiazane i trzy nie

rOZWIazane.
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152
STEINHAUS

Nagrody:
Za obliczenie czestosci:

100 gram6w kawioru;
Za dowód istnienia cZGstosci:

male piwo;

Za kontrprzyklad: p6l czarnej.

6 listopada 1936

44
STEINHAUS

Kolo O promieniu 1 zawiera co najmniej dwa punkty o obu calkowitych

wspólrzednych (x, y) i co najwyzej 5 takich punktów. Jesli przesuwac to kolo

o wektory nw (n = 1, 2, 3, ... ), gdzie w ma obie wspólrzedne niewymierne

i takie, ze ich stosunek tez jest liczba niewymierna, to liczby 2, 3, 4 [punktów

o obu wspólrzednych calkowitych] powtórza sie nieskonczenie wiele razy. Jaka

jest czestosc ich pojawiania sie przy n -t oo?

Czy ona istnieje?

* Rozwiazanie tego problemu (za 100 gramów kawioru) wynika z ogólnego

twierdzenia o ekwipartycji, które bylo znane Steinhausowi, gdy wpisywal

problem 152 do Ksiegi. Czytelnikom polecam uzasadnienie bardziej prostego

i zmyslnego podejscia: jesli kwadrat jednostkowy podzielimy lukami

jednostkowych okregów zatoczonych z jego wierzcholków i otrzymane czesci

ponazywamy tak jak na rysunku obok, to suma pól czesci nazywajacych

sie Pi bedzie równa poszukiwanej czestosci wystepowania i punktów o obu

wspólrzednych calkowitych w jednostkowym kole. Dla leniwych prostsze zadanie:

uzasadnic, ze jest to dla 2: 4 - V3 - ~7r, dla 3: 2V3 - 4 + ~,dla 4: 1 - V3 + ~.
Oczywiscie, mozna obliczyc pola poszczególnych figur na rysunku.*

Funkcja ciagla z = j(x, y) opisuje powierzchnie, przez której kazdy punkt

przechodza dwie proste calkowicie lezace na tej powierzchni. Wykazac, ze ta

powierzchnia jest paraboloida hiperboliczna. Zrobic to samo bez zalozenia

ciaglosci.

* Czytelnikowi nalezy sie objasnienie, co to jest paraboloida hiperboliczna:

jest to powierzchnia przypominajaca kawaleryjskie siodlo, a powstajaca w ten

sposób, ze po paraboli trzymajacej nózki w góre slizga sie wierzchqlkiem

parabola lezaca stale w plaszczyznie do niej prostopadlej (choc równoleglej do

osi pierwszej paraboli) trzymajaca nózki w dól. Budzi zapewne watpliwosc, czy

przez kazdy punkt takiej powierzchni przechodza dwie proste - watpliwosci te

sa swietna okazja do podniesienia swojej matematycznej swiadomosci na wyzszy

poziom. W Ksiedze Szkockiej znajduje sie pod tym zadaniem*

Dopisek Problem ten zostal rozstrzygniety pozytywnie przez Banacha - równiez bez

zalozenia ciaglosci. Dowód jest oparty na spostrzezeniu: dowolne dwie proste

na takiej powierzchni albo sie przecinaja, albo ich rzuty na plaszczyzne xy sa
równolegle.

30 lipca 1935

* Polecam nasladownictwo drogi Banacha. *

59
IWZIEWICZ

60
RUZIEWICZ

Czy mozna rozlozyc kwadrat na skonczona liczbe kwadratów tak, by kazdy byl
innej wielkosci?

* Tu rozwiazanie mozna znalezc zarówno w Delcie 7/1989, jak i w Kalejdoskopie

matematycznym Steinhausa. Pelniejsze rozwiazanie jest w Delcie, choc

najnowsze polskie wydanie Kalejdoskopu ukazalo sie w tym samym roku, a to

jest 11 lat po uzyskaniu ostatecznego wyniku. Kwadrat mozna podzielic na

21 kwadratów róznej wielkosci (najwiekszy bedzie mial bok równy ;~ boku

dzielonego kwadratu, najmniejszy zas 516) i na mniej sie nie da, co udowodnil
A.J.W. Duijvestijn.*

Czy mozna, dla danego e > O, tak podzielic powierzchnie sfery jednostkowej

na skonczenie wiele przystajacych i spójnych czesci, by kazda miala srednice
mniejsza niz e?

* Problem moze miec rozmaity charakter w zaleznosci od tego, czy bedziemy

wymagac by brzegi owych czesci byly (a) wielokatami sferycznymi, (b) krzywymi

skonczonej dlugosci, (c) dowolnymi zbiorami o zerowym polu. Jesli odpowiedz

nie zawsze jest pozytywna, to ciekawe byloby podanie najmniejszej wartosci e,

dla której odpowiedniego podzialu mozna dokonac.
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Rozwiazanie zadania F 390. ?l4amy

mA - mn = l = -2.5IogEA/En,

EA/En = 10°", Zakladaja.c, ze

galaktyki maja. podobna. ~wiatlosc I
oraz uwzgledniajac, ze E = --frr

otrzyrnujcrny stosunek odleglosci

naj dalszych galaktyk obserwowanych

w teleskopach A i n
TA = 100",
Tn

Liczba. galaktyk, przy zalor.cniu

ich równornicrncgo l'ozlnieszczcnia,

jest proporcjona.lna. do objc;tosci

obserwowanej czesci Wszechswia.ta,

tj, do T3

nA r~ 06
= ,..- = 10' "" 3,98,

nn rn

Przy y;adancj technice rejestracji

iloczyn natc;7.cnia oswietlenia

i powierzchni zwierciadla .s jest

wielkoscia stala, tj.

EA ' SA = En ' Sn, S ~ R' ,

gdzie R jest pl'OrniCllicm zwiercia.dla.

Otr7.ymujemy wiec

RA 0,2 r.-- = lO "" 1,u8,
Rn

M.J.Wenninger podal w 1979 roku nietrywialny podzial sfery na 120

przystajacych trójkatów sferycznych. Czy mozna zwiekszyc te liczbe bez

czynienia trójkatów zbyt cienkimi? Na przyklad, gdy zazadamy, by kazdy bok

trójkata byl mniejszy od F*

* Równiez Kalejdoskop i Delta wspominaja jeszcze jeden problem.*

Czy bryla o jednorodnej gestosci, która plywa po wodzie w dowolnej pozycji,

musi byc kula?

* Tutaj odpowiedz nie jest znana, poza szczególnymi przypadkami.

Te szczególne przypadki to rozpatrywanie gestosci (rzadkosci?) zerowej

- problem sprowadza sie do znalezienia bryly lezacej na poziomej plaszczyznie

w dowolnej pozycji (to "zero" jest traktowane jako sytuacja graniczna).
I w takiej sytuacji odpowiedz jest pozytywna. Rozpatruje sie takze przypadek

dwuwymiarowy, co tez trudno uznac za normalna sytuacje. Tu dla gestosci O

jest odpowiedz pozytywna, ale np. dla gestosci ~ jest wiele rozwiazan róznych
od kuli (=kola) - cala serie podal Auerbach w 1938 roku. Sa to figury,

w których kazda cieciwa polowiaca obwód polowi równiez pole. Dwie z nich

sa narysowane obok. Gdyby ktos chcial jakis wynik dla dowolnego wymiaru,

to prosze: jesli bryla, o która chodzi, jest srodkowo symetryczna, to przy

gestosci l musi byc kula· Tak wiec rozwiazanie w przypadku ogólnym nie jest
znane. A oto podobny problem wymyslony kilka lat temu.*

Przy jakiej ilosci plynu w bntelce srodek ciezkosci znajdzie sie najnizej?

* Zagadnienie ma znaczenie praktyczne - kiedy, mianowicie, zrobic sobie przerwe

podczas korzystania z napojów w podrózy. Nie podam rozwiazania, choc je

znam - niech Czytelnicy maja sami zabawe.

Mozna z tego przykladu wysnnc wniosek, ze zadania z Ksiegi Szkockiej to

jedynie zabawa. Tak jednak nie jest, a to tylko ja wybieram te naj prostsze.

Oto jeszcze jedno. Tym razem sformulowane wielce naukowo, co nie dziwi, gdy
zwrócic uwage na dlugosc listy autorów.*

Twierdzenie. Jesli {Kn}~=l jest ciagiem cial wypuklych, z których kazde

ma srednice ~ a, a snma ich objetosci jest ~ b, to istnieje taki szescian

o srednicy c = j(a, b), ze mozna w nim rozlacznie umiescic te wszystkie ciala.

Wniosek. Kilogram ziemniaków da sie zmiescic w worku skonczonej wielkosci.

Zadanie. Wyznaczyc funkcje c = j(a, b).

* Problem ten - rozumiany jako poszukiwanie najmniejszej takiej fnnkcji

- do dzis nie zostal rozwiazany. Autorzy czesciowych rozwiazan sznkali zwykle
nie szesciennego, lecz prostopadlosciennego pudla. W 1957 roku Kosinski

(oczywiscie, dla przypadku k-wymiarowego) oszacowal jego wymiary na

3a, 3a, ... , 3a, a + klak"-l' W 10 lat pózniej (ale tylko dla k ~ 3) Moon i Moser

uzyskali inny wynik, bo 2a, 2a, •.. , 2a, 2(a + k! ak"-l ). I do dzis wiadomo
jedynie, ze w przestrzeni k-wymiarowej, dla k ~ 3

j(a,b) ~ Vkmin{max{3a, a + k! ak~l}' 2max{a, a + k! akb_1}}.*

Rozwiazanie zadania F 889. W stanie równowagi ilosc energii produkowana wc wnetrzu

Zierni jest równa energii wydobywaja",cej sie na powierzchnie. Strurnicil neutrin zwiaza.nych
z rozpadem potasu wynosi wiec

a = ~~ = 1,9' 1012 neutrin/(m' 's),3E

Porównujac ten strumien ze strumieniem neutrin slonecznych n13my alao = 0,31 %. Niech

mo = 40 j.m.a.. = 66,4.10-27 kg bedzie masa izotopu f~K. Moc ciepla zwiaza.nego z r07,padcrn
E -5 In 2

na jednostk~ masy potasu wynosi (1 = --A = 2,9' 10 W /kg, gdzie A = -- jest stah\
mo t

1 (1' m
rOl,pa.du promieniotw6rczego. Z bilansu ciepla mamy -q == --, gdl.ie m jest calkowita rna:"H\

3 •

1~Kw Zierni, a S = 47TR2 jest powierzchnia Ziemi. Ostatecznie l porównujac "L 7.. nla.sa Zierni

otrzymujemy st~zenie izotopu potasu

m 47rR'q __
--- = 62 ,10 8 = 62 ,10 60',M 3(1M' , 70
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