Croléwka ligi nadaniowej
Klub 44 M
po uwzglednieniu ocen rozwiazan
radan 271 (WT=2,41) i 272 (WT=2,50)
% numeru 12{'1993

Legnica 44,75
Katowice 43,85
Skoczdw 40,30

Pulawy 38,64
Katowice 36,64

Jan Kraszewski =
Tomasz Kulpa -
Mirostaw Matlaga -
Pawel Lizak =
Krzysztof Jedziniak -

Pan Kraszewski: nowa twarz w
Klubie 44, Witamy !

Croléwka ligi zadaniowej
Klub 44 F
po uwzglednieniu ocen rozwiazan
zadad 171 (WT=1,60) i 172 (WT=3,67)
z numeru 1/1994

Tomasz Wietecha - Tarnéw 37,09
Andrze] Nowogrodzki—- Chociandw 35,48
Andrzej Borowski — Alcksandréw K. 32,85
Aleksander Surma = Myszkdw 18,56

Klub 44

Fre O

Liga zadaniowa Wydzialu Matematyki, Informatyki i Mechaniki,
Wydzialu Fizyki Uniwersytetu Warszawskiego i Redakeji Delty

Skrét regulaminu

Kaidy moie nadsylaé rozwiazania zadan z numeru n w terminie do kofica miesiaca

n + 3. Szkice rozwiazaf zamieszczamy w numerze n + 4. Mozna nadsylaé rozwiazania
czterech, trzech, dwéch lub jednego zadania (kazde na oddzielnej kartce), mozna to robié

co miesiac lub z dowolnymi przerwami. Rozwiazania zadan z matematyki i z fizyki naleiy
przesylaé w oddzielnych kopertach, umieszczajac na kopercie dopisek: Klub 44 M lub
Klub 44 F. Oceniamy zadania w skali od 0 do 1 z dokladnoscia do 0,1. Ocene¢ mnosymy
przez wspélezynnik trudnosci danego zadania: WT = 4 — 35 /N, gdzie § oznacza sume

ocen za rozwiazania tego zadania, a N — liczbe oséb, ktére nadeslaly rozwiazanie choéby
jednego zadania z danego numeru w danej konkurencji (M lub F) - i tyle punktéw otrzymuje
nadsylajacy. Po zgromadzeniu 44 punktéw, w dowolnym czasie i w ktérejkolwick z dwéch
konkurencji (M lub F), zostaje on czlonkiem Klubu 44, a nadwyika punktéw jest zaliczana
do ponownego udzialu. Trzykrotne czlonkostwo — to tytul Weterana.

Szczegblowy regulamin zostal wydrukowany w numerze 2/1994.

Termin nadsylania rozwiazarn: 31 XII 1094
Zadania z fizyki nr 183, 184
Redaguje Jerzy B. BROJAN

183. Dr Crimeon Falsegrant, skazany za defraudacje neutrin slonecznych na 10'°” lat
wiezienia, krecil sie w kétko po celi.

— Jako§ musze si¢ stad wydostaé! — powtarzal. — Z pewnoécia, istnieje mozliwosé!

Na poczatek zastosowaé przeksztalcenie konforemne w 11-wymiarowej przestrzeni
spinorowej. .. albo lepiej nie, mozna nie powrécié jui na of rzeczywista... A gdyby tak
sprébowaé przejécia tunelowego? Ta Sciana nie wyglada na bardzo gruba, chyba nie
wigcej niz metr... Trzeba tak rozepchnaé czasteczki éciany, aby przeszly miedzy nimi
czasteczki mojego ciala, powinno wystarczy¢ jakied§ 20 eV na atom. To jest szansa!

Oceni¢ orientacyjnie szanse dr. Falsegranta.
Wskazéwka: W mechanice kwantowej prawdopodobieristwo przejscia tunelowego

czastki o masie m przez bariere potencjalu o szerokosci d wyraza sie wzorem

—2rd
pre ’

gdzie k = vV2mE/h, h = h/27, h - stala Plancka, E — deficyt energii.

184. Wigksza iloéc rteci nalano na plaska pozioma powierzchnie nie ,zwilzana” przez
rte¢ (np. szklana). Obliczyé gruboéé warstwy rteci.

Dane: gesto$é rteci ¢ = 13,6 g/cm®, napiecie powierschniowe o = 0,54 N/m.

5/1994 i z numeru 6/1994

Itozwiazania zadan z fizyki z nurncer

Przypominamy tre$é zadan:

zy¢ minimalnag

v 3 mi/s.

j o zewnetrznym promieniu fi

1 B. Jedli naladowaé pow

2 rozlozona na wewnetrznej stronie



Rozwinazanie zadania M T16.

Weimy ro e

mamy [fglY
(Y ) = X otrzymujemy tere zadania.
vz pankt Py = (1,0)

dem poeczatku ukladu

toznwaimy

ira { Py, Py, Pa )

Pominigcie pola odleglych ladunkéw
q' i ¢"" w poréwnaniu z polem

bliskich ladunkéw q jest uzasadnione,
gdyz wszystkie te ladunki sa

podobnej wielkoéci (rzedu Qr’fR’].
Otrzymane wyniki bgda, sluszne tylko
w pierwszym rzedzie wzgledem malego
parametru r? /R%,

174. Zadanie sprowadza si¢ do wykorzystania dwéch stalych ruchu:
GM

2

energii E = Emu - ae i momentu pedu K = mursina. Iloczyn GM we wzorze

na energi¢ mogna 5astap?é wyrazeniem gR2 (gdzie R — promieri Ziemi), ktérego

wartodé wynosi 3,98 - 10'* m®s~2. Najproiciej jest ustali¢ rodzaj krzywej (elipsa,
parabola czy hiperbola), gdyz zalezy to od znaku energii. W naszgym przypadku

E ~ m(4,5 — 3,98) - 10° J/kg = m - 0,52 - 10° J /kg i widzimy, e tor jest hiperbola. Aby
odpowiedzieé na pierwsze pytanie, nalezy obliczyé odleglodé r, perygeum od érodka Ziemi.
Poniewaz w perygeum kierunek ruchu jest prostopadly do promienia wodzacego, wigc

K = muvypry. Podstawiajac vy = % do wyraZenia na energie¢ otrgymujemy réwnanie

P
kwadratowe pozwalajace wyznaczyé wielkodé 1/r,. Rozwiazaniem jest

-2 K 2
l:(i) GM+\/(GM}=+E»(—)
rp m m m
Podstawienie danych liczbowych daje w wyniku rp, = 3394 km, zatem planetoida rozbije sig

o powierzchnig Ziemi (rp < R:). Masa planetoidy - jak widaé z rachunkéw — nie ma zadnego
znaczenia.

179. Rozpatrzmy uklad odniesienia zwiazany z helikopterem: wtedy powietrze w duzej
odleglosci od niego porusza si¢ z predkoicia v w dél, natomiast predkosé strumienia powietrza

przechodzacego przes krag wirnika oznaczmy przez v'. Jeili w czasie df wirnik rozpedza mase

1d :
powietrza dm od predkosci v do v’, to moc silnika jest réwna P = = d—T(o” —v?%), asila
d:
ciagu F = CL—T(v' — v). Wielkoéé ";Tn nalezy obliczyé ze wzoru d_T = Spv' (gdzie § = xr?

— pole powierzchni wirnika), a dalej znajdujemy
1
v = (u+ V2 + 4¢) ¢

F o

Il

%F(U'+ﬂ}=%f‘_‘ (3u-]- Uz+4_¢)l,

F
gdzie przez ¢ oznaczylidmy wielkosé e Przyréwnujac F do ciezaru helikoptera mg

i podstawiajac dane obliczamy P =~ 74 ekW Ten sam wynik otrzymuje sie w ukladzie
zwiazanym z Ziemia, w ktérym energia zostaje zugyta na rozpedzanie strumienia powietrza
od predkoéci zero do v’ — v oraz na podnoszenie helikoptera. Oczywiscie, w rzeczywistosci
potrzebna moc jest wigksza ze wzgledu na rézne straty (np. ,zbedny” ruch wirowy powietrza).

180. Oznaczmy }adunek powloki przez @ i przyjmijmy jego dodatni znak dla ustalenia uwagi.
Z zasady superpozycji p6l wynika, e pole powloki otrzymamy dodajac nastepujace pola:
1) Pole kuli bez dziury, naladowanej tym samym ladunkiem @ réwnomiernie rozlozonym na jej

powierzchni.
2) Pole ,cienkiej klapki na dziurze”, tzn. brakujacej czeici powloki, naladowanej ujemnym
ladunkiem ¢ o wartosci takiej, aby laczny ladunek w dziurze byl réwny zeru:
xr? r?

9= _QW = —Qm .
3) Pole ladunkéw polozonych na wewnetrznej stronie powloki (oznaczmy ich laczna wartodé
przez g').
4) Pole ,nadwyzki” ladunkéw na zewngtrznej stronie powloki, tzn. réznicy miedzy
rzeczywistym nieré6wnomiernym rozkladem ladunkéw na kuli z dziurg a rozkiadem
wprowadzonym w punkcie 1). Oznaczmy laczng wartodé ,nadwyzki” jako g
Rysunek ilustruje sume pél opisanych w punktach 2), 3) i 4). Calkowity ladunek ukladu Zrédet

musi byé réwny rzeczywistemu calkowitemu ladunkowi @ (wynika to z prawa Gaussa). Zatem

r2

I n
'+ =g =lo.
Aby znalezé wartodé q', ebadajmy dokladniej pole w samym otworze, tuz pod wyimaginowana,
.klapky” (od wewnatrz). Pole 1) jest tu réwne zeru, a z pozostalych przewaza pole 2), jako
pochodzace od najblizej polozonych ¢rédel. Poniewaz mala ,klapke” mozna w przyblizeniu
uznaé za plaskie kélko, wigc polowa linii pola wplywa do ,klapki” z jednej, a polowa z drugiej
strony. Linie pola wplywajace do ,klapki” od strony wnetrza kuli musza zaczynaé sie na
ladunkach ¢’, czyli, zgodnie z prawem Gaussa
T 2
C=<3=%m
Autor pierwotnie rozpatrywal zadanie nieco inne: znaleZé natezenie pola elektrycznego
w érodku kuli z dziurka, naladowanej ladunkiem Q. Problem wydaje sie trudny — moze jednak
ktos z Czytelnikéw go ,zlamie”?
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Zadania z matematyki nr 285, 286

285. W przestrzeni danych jest 10 punktéw, z ktérych zadne
cztery nie leza na jednej plaszczygnie. Eaczymy pewne pary
punktéw odcinkami tak, aby kazde dwa spoéréd rozwazanych
punktéw laczyla dokladnie jedna linia lamana utworzona

z narysowanych odcinkéw. Ile jest réznych ukiadéw odcinkéw
spelniajacych ten warunek? (Dla przykiadu, gdyby zamiast
zbioru 10 punktéw rozwazaé zbiér 3 punktéw, wéwczas
istnialyby trzy uklady odcinkéw o analogicznej wlasnosci.)

Rozwiazania zadarn z matematyki z numeru 5/1994
Przypominamy treéé zadan:

281. Mamy szedé komdrek pamigei ponmunnerowanych od L odo G
w kazdej koméree znajduje sie (w chwili pocsatkowej) liczba 0.
Rzucamy kostka; jedli wypadnie 1 oczek, zwickszamy o 1
rawartodé i-tej komdrki. Czynnoéé t¢ powtarzamy do momentu,
gdy we wszystkich komérkach pojawia sig liczby jednakowej
parzystodei

281. W kazdym kroku (tj. po kazdym rzucie kostka) laczna
zawartodé wszystkich komérek zmienia parzystoéé. Zatem
konfiguracja korczaca moze pojawié si¢ tylko po parzystej
liczbie krokéw. Oznaczmy przez p, prawdopodobieristwo
tego, Ze pojawi si¢ ona po 2n krokach. Oczywidcie, py = 1/6
(w drugim rzucie musi wypasé to samo, co w pierwszym).

Przyjmijmy oznaczenia: B — stan poczatkowy, E — stan
koricowy, C — kazdy inny stan mozliwy do uzyskania w parzystej
liczbie krokéw. Przypuéémy, ze stan E nastepuje po 2n krokach,
n > 2. Ewolucje ukladu mozna wigc przedstawié tak:

B—og—vC—onr.“-—aq—rE.

n — 2 strzalek

gdzie kazda strzalka symbolizuje dwa kroki. Przejicie B — C
odbywa sig¢ z prawdopodobieristwermn 1 — p; = 5/6.

W kazdym stanie C mamy w czterech komérkach liczby
parzyste, a w dwdch komérkach liczby nieparzyste — lub
odwrotnie. Przejécie C — E nastepuje dokladnie wtedy,

gdy w dwdéch kolejnych krokach zostana uzyskane numery
tych wlasnie dwéch komérek, ktére sa ,w mniejszosdci”.
Prawdopodobienstwo tego, ze tak sie stanie, wynosi

(1/3) - (1/6) = 1/18. Wobec tego przejicie C — C nastepuje

z prawdopodobieristwem 17/18. Prawdopodobieristwo ewolucji
przedstawionej na powyzszym diagramie (oznaczone wczesniej
przez pp) réwna sig¢ wigc

B..f1Tan=% 4
- v (il w2 3):
™ (18) 5 G wad)
Stad
= = 1 B o [17\™
Ep":pl‘i—z‘?":g“-ﬁ‘ls (ﬁ) =1
n=1 n=2 m=0

(suma szeregu geometrycznego). Daje to uzasadnienie tezy (a).

Aby wykona¢ (b), skorzystamy ze wzoru

oo

ann_1 =(1- z}—z

n=1

dla z € (-1;1)

(ktéry mozna otrzymaé na przyklad rézniczkujac
oo
stronami réwnosé¢ » , z" = (1 — z)~!). Rozwaiana

n=0
gmienna losowa (liczba rzutéw) przyjmuje wartosé 2n
z prawdopodobieristwem pp, a zatem jej wartosé oczekiwana
wynosi

[=-] [==] (=]

1 5 17xe2
E 2np,.—2p1+i 2np,.—§+2AmE “(E) =
n=1

n=2 n=2

1 6 s f1T\""' 1 5 [v= [17\"?
==t — — =—4 — e -1]=
3+3‘17E"(13) st3ar Z"(Is)

n=2 n=
-2
=1+L((L) _1) -
3 3-17 18
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Redaguje Marcin E. KUCZMA

286. Dla kazdej rzeczywistej wartosci parametru { wyznaczy<¢
wszystkie tréjki liczb rzeczywistych (z, y, z) spelniajace uklad
réwnan
22 —y2)(z +t) + (¥ —22)(y + ) + (2 —zp)(2 + ¢) = O
t+2)(z+y+2)=1.

Zadanie 286 zostalo opracowane na podstawie propozycji
zgloszonej przez pana Krzysztofa Zapiska z Warszawy.

(a) Wykazaé, e » prawdopodobiefistwem réwnym jednodci
konfiguracja koficzaca pojawi sie w pewnym momencie,
(b) Obliczy¢ wartoéé oczekiwana licaby rzutdw.

282. Wewnatrz caworodcianu ABCD rznajduje sie punkt P. Jego

odleglodci od wierzcholkéw A, B, C, D réwne sa odpowiednio
Ra, Rp, Rc, Rp, a od §cian BCD, ACD, ABD, ABC
- odpowiednio r4, rp, re, rp. Dowiedé, ie

256rarprerp € (Ra +ra)(Rp + rp)(Re + re){Rp + rp).
Kiedy zachodzi réwnodé?

282. Oznaczmy przez Sx pole éciany lezacej naprzeciwko
wierzcholka X, przez Vx — objetosé ostrostupa, ktérego
podstawa, jest ta dciana, a wierzcholkiem punkt P, wreszcie
przez hy — wysokoéé cgworodcianu ABC D opuszczong
z wierzcholka X na te éciang (X moze oznaczaé dowolna, z liter
A, B, C, D). Objetoéé V czworoscianu ABCD wyraza sig
nastepujacymi wzorami:
V= %hASA = %hgs‘g = -;—thc = ";_hDSD

oraz

V=V4+Vp+Vc+Vp, gdsie Vx=1rxSx dla X€{A, B,C, D}.
Zauwazajac, ze Rx +rx > hyx dla X € {A, B,C, D} oraz
stosujac nieréwnoéé miedzy srednia arytmetyczng i srednia
geometryczna wnosimy, ze !

(Ra+ra)(Rp +rp)(Rec+rc)(Rp +rp) > hahphchp =

2 (3v)* Y 3%(Va+Vp + Vo + Vp)* >
Sa8pScSp S5488ScSp =
3%.4%.V,VpVoVp o

SASBSGSD = TATHBTCTD -

Aby zachodzila réwnosé, musza by¢ jednoczeénie speilnione
warunki:

(1) Ratra=ha, Rp+rp=hp, Rc+rc=hc, Rp+rp=hp
oraz

(2) Va=Vg=Vo=Vp.

Uklad réwnosci (1) oznacza, Ze punkt P lezy na kazdej
wysokosci czworodcianu ABCD, a uklad réwnosci (2) oznacza,

ze punkt P jest érodkiem ciezkodci tego czworoscianu.
Przypusiémy, ze te warunki sa spelnione.

Prosta AP przecina wéwczas éciane BCD w punkcie G,
ktéry jest jednoczednie spodkiem wysokodci h, oraz érodkiem
ciezkoéci tréjkata BCD. Poniewaz prosta BP zawiera
wysokoéé hp, zatem plaszczyzna przechodzaca przez punkty
A, B, G, P jest prostopadla do plaszczyzn BCD i CDA,
wiec 1 do krawedzi CD. Wobec tego prosta BG zawiera
wysokoéé tréjkata BCD. A skoro zawiera ona réwniez
srodkowa, tego tréjkata, otrzymujemy wniosek, ze jest to tréjkat
réwnoramienny: |[BC| = |BD|. Analogicznie moina wykazad,
ze kazde dwie krawedzie czworoécianu ABCD maja réwne
dlugoéci.

A

Stad wynika, e udowodniona nieréwnoéé staje si¢ rownoscia
tylko dla czworoscianu foremnego.



